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Circulaire de Monsieur le MINISTRE DE L’INSTRUCTION PUBLIQUE
@ MM. /es Recteurs.

Paris, 17 octobre 1838.
Monsieor e RECTECR,

Les principaux Libraires de Paris qui s’oceupent de la publication
des Livres employés dams 'enseignement, en me faisant connaftre qu’il
existe de nombreuses contrefagors de ces ouvrages, se plaignent de Jla fa-
cilité avec laquelle elles sont introduitcs dans les Colléges et dans les Ecoles
primaires , ou leur prix semble, disent-ils, les faire préférer aux éditions
originales. De Ja le double inconvénient de propager I'usage d’éditions in-
correctes et de décourager les Editeurs légitimes qui, trompés dans leurs
prévisions, sont souvent forcés de renoncer,au détriment de la science,
2 améliorer et méme i publier des ouvrages qu’ils craignent de ne pouvoir
exploiter sans dommages ct sans troubles.

Vous voudrez bien ,en éq , monsieur le Recteur, inviter les chefs
d’établissements d’instruction secondaire et d’instruction primaire a prendre
des précautions pour qu'aucung édition contrefaite ne soit a Pavenir admise
dans les Colléges et dans les Ecoles. Vous appellerez leur attention sur les
inconvénients qui résultent, pour les études, de Pincorrection de ces édi-
tions. 11 y a d’ailleurs, dans’ le fait de la contrefagon, une action coupable
que la loi et la morale réprouvent également, et dont aucun membre de
PUniversité ne voudra, j’en suis assuré, se rendre complice. Je vous in-
vite & rappeler 4 MM. les chefs d’établissements de tous les degrés qu'ils ne
doivent employer que des Livres réguliérement approuvés ou autorisés

“par I’Université, et a leur faire remarquer que comme Vindication du nom
de PEditeur accompagne toujours le titre des ouvrages dans les notifications
des décisions dont ces ouvrages ont été 1'objet, toute erreur est facile a
éviter. L'intérét des études leur prescrit d’y veiller.

Le Ministre de UInstruction publique, grand mattre
de UUniversité,

Signé SALVANDY.

Par acte authentique entre Monsieur et Madame Lacroix,
M. Bachelier est aujourd’hui seu! propriétaire des OEuvres de
S.-F. Lacrorx.

Tout exemplaire du présent Ouvrage qui ne porterait pas,
comme ci-dessous, la griffe du Libraire-Propriétaire, sera réputé
contrefait. Les mesures nécessaires seront prises pour atteindre,
conformément & la loi, les fabricants et les débitants de ces
exemplaires. ' '
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AVIS DU LIBRAIRE.

Ce volume fait partie du Cours élémentaire
de Mathématiques pures de S.-F. Lacroix,
Cours qui comprend U’ Arithmétique, /’Algebre,
la Géométrie, la Trigonométrie rectiligne et
sphérique, ainsi que [’Application de I’ Algebre
a la Géométrie. On trouvera’ dans les Essais sur
l’Enséignement, du méme Auteur, I’analyse de
chacune de ces parties, auxquelles font suite le
Complément des Kléments de Géométrie (ou Klé-
ments de Géométrie descriptive), e Complément
des Eléments d’Algéebre, le Traité élémentaire de
Calcul différentiel et de Calcul intégral, et le
Traité élémentaire du Calcul des Probabilités.

L auteur de ces Eléments, ayant réuni dans
ses Essais sur I’Enseignement en général, et sur
celui des Mathématiques en particulier, tout ce
qu’il avait écrit sur la métaphysique de ces
sciences, a fait entrer dans ce dernier ouvrage,
et avec des augmentations, les Discours qu’on
trowait a la téte du premier, sous le titre de
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Réflexions sur I'ordre i suivre dans les Eléments
de Géométrie, sur la maniére de les écrire et sur la
méthode en Mathématiques. Ces divers morceau.x
Jont maintenant partie d’un corps complet de
remarques sur toutes les branches de U Ensei-
gnement des Mathématiques élémentaires.

On peut joindre aux Eléments de Géométrie
leur Complément, ayant aussi pour titre: Essais
de Géométrie sur les plans et les surfaces courbes
{ou Eléments de Géométrie descriptive), 6° édi-
tion, qui se trouve chez le méme libraire.
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1. L’espace que les corps occupent a trois dimensions,
longueur, largeur et profondeur ou épaisscur; — Les li-
mites des corps sont des surfaces, et n’ont que deux di-
mensions, longueur et largeur; — Les limites des surfaces,
ou leurs rencontres mutuelles, sont des lignes, et n’ont
qu’une seule dimension, longueur; — Les limites des li-
gnes, ou leurs rencontres mutuelles, sont des points, qui
n’ont aucune dimension. . . . . . .. .. .. e

2. La ligne droite est le plus court chemin pour aller
d'un point & un autre; — Une ligne droite est déter-
mince par deux points, et ne peut se prolonger au dela que
d’une seule maniére; — Le plan est une surface 3 laquelle
on peut appliquer une ligne droite dans tous les sens. . .

PREMIERE PARTIE.
SECTION PREMIERE.
Des propriétés des lignes droites et circulaires.

Définitions ct notions préliminaires. . . . . . . . . .

3. On ne considére, dans les Eléments de Géométric,
que deux especes de lignes, savoir : la ligne droitc et la
ligne circulaire dont tous les points, situés sur le méme
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plan, sont également éloignés d’un autre point pris dans
ce plan, et qu'on nomme le centre; — Les droites qui me-
surent la distance des points quelconques de la circonfé-
rence i son centre sont les rayons du cercle; — Une
partie quelconque de sa circonférence se nomme arc;
— On entend par cercle la portion du plan terminée de
toutes parts par la ligne circulaire; — Pour trouver tous
les points qui sont 4 une distance donnée d’un point donné,
il faut décrire de ce dernier comme centre, et avec un
rayon égal i la distance donnée, une circonférence de
cercle.................... ..
. Mesurer la digtance de deux points ou la longueur
d une droite, c’est chercher combien de fois cette droite
en contient une autre prise pour unité; — En général,
mesurer une ligne par une autre, c’est chercher le rap-
port de ces deux lignes ou chercher s’il n’y -a pas une
ligne plus petite qui soit contenue un nombre exact de
fois dans 'une et dans Pautre, et qui, par conséquent,
soit la commune mesure desdeux. . . . . . .. ...
8. Probléme. — Deux droites étant données, trouver
leur commune mesure,, ou au moins le rapport approché
del'une A lautre. . . . .. ... ..
6. Une droite n’en peut rencontrer une autre qu’en un
seulpoint . . . . ... ..o
7. L'espace indéfini compris entre deux droites qui se
coupent en un point, et qu'on peut concevoir prolongées
autant qu’on le voudra, se nomme angle; — Le point ol
se rencontrent les lignes ou les cdtés qui forment P'angle,
S€ NOMME SOMMEL. . « + + « « v o o o o o o o s s o o
8. Deux angles sont égaux lorsqu’étant posés 'un sur
Pautre, ils se recouvrent parfaitement; — Il n’est pas né-
" cessaire, pour que Pégalit¢ ait lieu, que les cétés d’un
angle aient la méme longueur que ceux de l'autre; il sufs
fit seulement qu’ils se recouvrent dans la partie qui leur
est commune. . . . e .
9. La position respective de deux dwltes d('pend dc
Vangle qu’elles font entre elles; — Une ligne est perpen-
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diculaire sur une autre quand elle fait avec cette autre
deux angles égaux; — La perpendiculaire ne penche vers
aucun cété de la droite qu’elle rencontre; — Les angles
qu’elles forment sont nommés angles droits; — Tout angle
moindre qu’un droit se nomme argle aigu; — Tout angle
plus grand qu’un droit se nomme angle obtus; — Tous
les angles droits sont égaux. . . . . . ... ... ...

10. La somme de tous les angles qu’on peut faire du
méme cité d’une droite et autour d’un de ses points pris
pour sommet, équivaut toujours A deux droits, en quelque
nombre que soient cesangles . . . . . . .. . ... ..

1. Lorsqu’une drdite tombe sur une autre, elle fait
avec cette autre deux angles qui, réunis, valent deux droits;
— Deux droites qui se coupent forment autour de leur
point de rencontre quatre angles qui sont opposés par le
sommet deux ddeux. . . . ... . ... e e e

12. Théoréme. — Les angles opposés par le sommet
SOME €AUX. . . v v v v vttt e e e

13. Corollaire. — Deux perpendiculaires forment entre
elles quatre angles droits; — La somme de tous les angles
qu’on peut former autour d’un point ne vaut jamais que
quatredroits. . . . . . .. ... e e .

14. On ne peut enfermer un espace par un nombre de
droites moindres que trois; cet espace se nomme triangle.

48. Remarques. — La somme de deux cétés quel-
conques d’un triangle surpasse toujours le troisiéme; —
Si I'on prend dans l'intérieur d’un triangle un point quel-
conque et qu’on tire des droites de ce point & deux angles
du triangle, la somme de ces droites sera moindre que
celle des deux cotés du triangle qui les enveloppent; — On
distingue six choses dans un triangle, savoir, trois angles
et trois cotés; — 1l y a entre ces six choses des relations
DECeSSAUreS. « « « v v v v v h e et e e .

16. Théoréme. — Lorsque deux triangles ont un .mble
égal compris entre deux cotés égaux chacun a chacun,
ces triangles sont égaux dans toutes leurs parties. . . . .

17. Corollaire. — Un triangle st entiérement déter-
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miné par 'un de ses angles et les deux cotés qui le com-
premment. . . . . . . .. ..... e

18. Théoréme. — Lorsque denx tnan;,les ont chacun
a chacan un cété égal adjacent a deux angles égaux, ces
triangles sont égaux dans toutes leurs parties . . . . . .

19, Théoréme. — Sideux cétés d’un triangle sont res-
pectivement égaux i deux cétés d’un autre triangle, et
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opposealautre.................. .
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trois cotés de Pautre . . . . . . ... ... .. . .
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troisiéme. . . . . . . ... ... ..
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dompé. . .. .. ... ... ...

4. Probléme. — Un triangle étant donné, en construire
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lecomprennent. . .. . ... .. ...........

28. Probléme. — Un triangle étant donné, en construire
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cents. . . . . .. .. ... e e

Des lignes perpendiculaires et des obliques. . . . . .

26. Théoréme. — Les lignes qui partent d’un point
quelconque de la perpendiculaire, et qui s’écartent égale-
ment de son pied, sont égales, et celles qui s’en écartent
le plus sont les pluslongues. . . . . . .. ... ....
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27. 1% corollaire. — Deux ebliques qui sont égales
tombent nécessairement de différents cotés de la perpen-
diculaire, mais A égale distance de son pied. . . . . . .

98. 2° corollaire. — La perpendiculaire est la plus
courte de toutes les lignes que I'on peut mener d’un point
A une ligne donnée; lorsqu’elle tombe sur le milieu de
cette droite, elle a tous ses points  égale distance des deux
extrémités, et tous les points pris hors de 1a perpendicu-
laire sont inégalement éloignés de ces extrémités. D’un
point 2 une droite on ne saurait tirer trois droites égales. .

29. Probléme. — Mener sur une ligne donnée une per-

pendiculaire qui la partage en deux parties égales . . . .
30. Probléme. — Par un point donné sur une droite
élever une perpendiculaire a cette droite . . . . . . ..

31. Probléme. — Par un point donné pris hors d’une
droite abaisser une perpendiculaire sur cette droite. . . .
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on ne peut abaisser sur cette droite qu’une seule perpen-
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lahgnedonnee. e e e e e
' 33. 1°f corollaire. — Deux drones perpendlculanres :\
une troisiéme ne se rencontrent point, quelque prolon-
gées qu’on les suppose, soit au-dessus, soit au-dessous
de cette derniére. . . . . . ... ... ..
34. 2° corollaire. — Deux trlangles qui ont chacnn un
angle droit sont égaux: 1° lorsque leurs cotés respective-
ment opposés aux angles droits, ainsi qu’un de leurs autres
angles, sont égaux ; 2° lorsque. outre les cotés opposés aux
angles droits, ils ont encore un coté égal chacun A chacun.
38. Remarques. — Le second cas de V’égalité qu’on a
prouvé ci-dessus pour les triangles qui ont un angle droit
ne convient pas généralement i tous les autres. . . . . .
86. Théoréme. — Lorsque deux cétés d’un triangle
sont égaux, les angles opposés i ces cotés sont égaux; et
lorsqu’ils sont inégaux, le plus grand des deux est oppos¢
au plus grand angle . . . . . . . e
37. Corollaire. — Si deux angles d’un tnanglc sont
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égaux entre eux, les cotés opposés a ces angles sont aussi
égaux entre eux. Le plus grand des deux cotés est celui
qui est opposé au plus grand angle. Enfin, quand les trois
cotés d’un triangle sont égaux, les trois angles ie sont
aussi, et réciproquement. . . . . . . . ... ...
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équilatéraux. . . . . . . . ... . ...
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Des lignes paralléles. . . . . . .

39. Deux droites qui, quoique situées dans un méme
plan, ne se rencontrent pas, sont dites paralléles cntre
elles; — Deux perpendiculaires 2 une méme droite sont
doncparalléles. . . . . . ... .. .. ........

40. Remarque. — Une droite étant perpendiculaire sur
une autre, toute droite qui sera oblique i celle-ci, étant
prolongée suffisamment, rencontrera nécessairement la
Premiére. . . . . . . . v i o o e e e e e e

Note ol I'on prouve cette proposition . . . . . . . .

41. Théoréme. — Lorsque deux droites sont paralléles,
toutes celles qui sont perpendiculaires sur 'une le sont

en méme temps sur lautre . . . . . ... .. .
42. Corollaire. — Deux droites paralléles a une troi-
siéme sont paralléles entreelles. . . . . . . ..

A3. Théoréme. — Lorsque deux droites paralleles entre
elles sont coupées par une troisiéme, les angles qu’elles
font avec cette derniére , d’'un méme cété, 'un én dehors,
I'autre en dedans, sont égaux entreeux. . . . . . . . .

4A. Théoréme. — Si deux droites font avec une Lroi-
siéme, etd'un méme cdté, par rapport i celle-ci, des angles
égaux , I'un en dedans, I'autre en dehors, ces deux droites
sont paralléles entreelles. . . . . .. ... ... ...

48. Remarques.— On appelle sécante toute droite qui
coupe des paralléles. Les angles situés du méme coté de la
sécante, et dont 'ouverture est tournée du méme coté,
sc nomment angles correspondants. Tous les angles dont

Pages.

21

22

1b.

Ib.

Ib.
.23

VN

25

1b.



-~

"™MBLE DES MATIERES.
el

louverture est entre les paralléles se nomment angles in-
ternes, et 'on appelle angles extcrnes ceux dont l'otiver-
ture est en dehors. Les angles qui sont dans une situation
opposée, tant par rapport i la sécante que par rapport
aux paralléles, se nomment argles alternes. . . . .

46. Théoréme.—Lorsque deux paralléles sont coupées
par une sécante : 1° Les angles correspondants sont égaux;
— 2° Les angles alternes-internes sont égaux; — 3° Les
angles alternes-externes sont égaux ;—/4° Les angles inter-
nes d’un méme cété forment deux angles droits; — 5° Les
angles externes d’un méme coté forment deux angles
droits. Réciproquement, si I'une quelconque de ces pro-
priétés a lieu, les droites sont nécessairement paralléles. .

417, Corollaire. — Deux droites respectivement perpen-
diculaires & deux autres droites qui se coupent doivent
nécessairement se rencontrer . . . . . . . . ... ...

48. Probléme. — Par un point donné mener une
droite paralléle A une droite donnée. . . . . . .

49. Probléme. — Par un point donné pris hors d une
droite en mener une autre qui fasse avec la premiére
un angle égal A un angledonné . . . ... .. ... ..

80. Théoréme. — Les angles qui ont les ctés paralleles
etPouverture placée dans le méme sens sont égaux . . .

B1. Théoréme. — Les trois angles d’un triangle reums

valent foujours deux angles droits . . . . . . .. . ..
N. B. — L’angle extéricur d’un triangle vaut a lui seul
les deux angles intérieurs opposés. . . . . . . . . ...

82. Corollaire. — Quand deux angles d’un triangle sont
respectivement égaux a deux angles d’un autre triangle,
le troisiéme angle de I'un est égal au troisiéme angle de
lautre; — Un triangle ne peut avoir qu’un scul angle
droit,et,  plus forte raison, qu'un seul angle obtus . .

83. On nomme triangle rectangle celui qui a un angle
droit, acutangle celui qui n’a que des angles aigus, et
obtusangle celui qui a un angle obtus; les deux derniéres
espéces sont comprises sous la dénomination de triangles
obliquangles. Dans le triangle équilatéral, dont tous les
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M .
angles sont q,aux chaque angle est les deux tiers d’un
droit. . . ¢ . .. . % oo .
54. Tlaeoréme —Lespartles de paralléles interceptées
entre paralléles sont égales, et réciproquement. . . . .
88. Corollaire. — Deux paralléles sont partout égale-
ment éloignées Fune de l'autre. . . . . . .. ... ..

Des lignes proportionnelles_ et des triangles semblables.

86. Théoréme. — Si deux droites quelconques sont
coupées par un nombre quelconque de paralléles menées
par des points pris & des distances égales sur la premiére,
les parties de la seconde seront aussi égales entre elles. .

87. Corollaire. —Un nombre quelconque de parties de
la premiére droite est 3 un pareil nombre de parties de
la seconde, comme la premiére droite entiére est i la
seconde entiére. . . . . . . .. e e e e e e

$8. Théoréme. — Trois paralléles coupent toujours
deux droites quelconques en parties proportionnelles. .

Note sur les rapports incommensurables. . . . . . .

89. 1°F corollaire. — Si 'on méne dans un triangle une
droite paralléle A 'un des cétés, les deux autres cotés se-

P:

ront coupés en parties proportionnelles par cette droite. -

60. 2° corollaire.— Réciproquement, lorsqu’une droite °

coupe deux cétés d’un triangle en parties proportionnelles,
elle est paralléle au troisiéme. . . . . . . .. e

. 3¢ corollaire. — La droite qui divise en deux par-
ties égales I'un des angles d’un triangle quelconque par-
tage le cté opposé en deux segments proportionnels aux

cOtés adjacents. . . . .. ... ... e e
62. Probléme. — Trouver une quatriéme proportion-
nelle A trois lignes données. . . . . ... ... ....

63. Deux triangles sont semblables lorsque les -angles
de I'un sont égaux aux angles de l'autre, et que les cdtés
qui, dans I'un et dans Pautre, sont opposés 4 des angles
égaux , et que, pour cette raison 'on nomme cétés homo-
logues, sont proportionnels; I'une de ces conditions en-
traine toujourslautre. . . . . . . ... ... ... ..
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@A, Théoréme. —.Lorsque deux triangles ont leurs
angles égaux chacun a chacun, leurs cdtés homologues
sont proportionnels, et ces triangles sont, par conséquent,
semblables. . . . . ... ... .. ..., ...,

88. Corollaire.—Deux triangles sontsemblables: 1°lors-
qu’ils ont seulement deux angles égaux chacun 2 chacun;
2° lorsque leurs cétés sont respectivement paralléles;
&°lorsque leurs cotés sont respectivement perpendiculaires.

68. Théoréme. — Deux triangles sont semblables lors-
qu’ils ont un angle égal chacun 3 chacun compris entre
des cotés proportionmels. . . . . .. ... ... ...

67. Théoréme. — Deux triangles qui ont les cdtés pro-
portionnels chacun 2 chacun sont semblables. . . . .

68. Probléme. — Construire sur une droite donnée un
triangle semblable & un triangle donné. . . . . . . ..

69. Théoréme. — Tant de lignes qu’on voudra, me-
nées par un méme point et rencontrées par deux paral-
léles , sont coupées par ces paralléles en parties propor-
tionnelles, et les coupent aussi en parties proportionnelles.

70. Probléine. — Diviser une droite donnée de la
méme maniére qu’une autre est divisée. . . . . . . ..

74. Remarque. — Autre solution de la méme ques-
T

72. 1°" corollaire. — Division d’une droite en parties
Y

%3. 2° corollaire. — Construction des échelles. . . .

7A. Théoréme. — Si de Pangle droit d’un triangle
rectangle on abaisse une perpendiculaire sur le cété op-
posé¢, qu’on nomme hypoténuse : 1° cette perpendicu-
laire partagera le triangle en deux autres qui lui seront
semblables, et qui le seront par conséquent eutre eux;
2° elle divisera I'hypoténuse en deux parties ou segments
tels, que chaque cété de I'angle droit sera moyen propor-
tionnel entre le segment qui lui est adjacent et P'hypoté-
nuse entiére; 3° la perpendiculaire sera moyenne propor-
tionnelle entre les deux segments de 'hypoténuse. . . .

78. Corollaire. — La seconde puissance du nombre
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qui exprime la longueur de I’hypoténu:e est egale a la
somme des secondes puissances des nombres qui expri-
ment les longueurs des deux autres cotés.. . . . . . ..
78. Théoréme. — Les trois cotés d'un triangle quel-
conque étant rapportés & une mesure comnune, et expri-
inés par conséquent en nombres, si de I'extrémité de
I'un quelconque de ces cotés on abaisse une perpendi-
culaire sur 'un des deux autres, la seconde puissance du
premier sera égale i la somme des secondes puissances
des derniers, moins deux fois le produit du cété sur le-
quel tombe la perpendiculaire par la distance de cette
perpendiculaire a I’angle opposé au premier coté, si cet
angle est aigu , et plus deux fois le méme produit, si cet
angleestobtus. . . . . . ... ... .. “ .
77. Corollaire. — Un triangle est acumngle, rectangle
ou obtusangle, selon que la seconde puissance du plus
grand de ses cotés est moindre que la somme des secondes
puissances des deux autres cétés, I'égale ou la surpasse. .

Des polygones. . . . . . o ..o o0 000 e

78. Les surfaces planes terminées par un assemblage
quelconque de lignes droites se nomment polygones ; —
Le plus simple de tous est le triangle; les polygones de
quatre cotés se nomment en général quadrilatéres, de
cinq pentagones, de six hexagones, de sept eptagones, de
huit octogones, de neuf ennéagones, de dix.décagones,
de douze dodécagones, de quinze pentédécagones ; — Les
angles dont Pouverture est en dedans du polygone sont
des angles saillants, ceux dont I'ouverture est en dehors
se nomment angles rentrants; —Les lignes tirées des angles
du polygone, qui ne sont pas adjacents au méme cébté, se
nomment diagorales. . . . . .. . ... ......

79. Le polygone de quatre cétés, dont les cotés oppo-
sés sont paralléles, est un paraliélogramme ; — 1° Chaque
diagonale partage le parallélogramme en deux triangles
égaux; — 2° Les c6tés opposés d’un parallélogramme sont
respectivement égaux ; — 3°Si les cdtés opposés d’une
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figure de quatre cdtés sont égaux, ou bien si deux cotes
opposés sont égaux et paralléles, cette figure est un pa-
rallélogramme. . . . . .. .. ... ... L.,

80. Théoréme. — Les deux diagonales d’un parallélo-
gramme se coupent mutuellement en deux parties égales.

81. Théoréme. — En joignant 'un des angles d’un
polygone a tous les autres , on partage ce polygone en un
nombre de triangles égal a celui de ses cotés, diminué de
deux unités. . . . . ... e e e e s e e e e

82. Corollaire. — La somme de tous les angles inté-
rieurs d’un polygone vaut autant de fois deux droits qu’il
ade cOtés moinsdeux. . . . . .. .. ... L.

83. Théoréme. — Si Fon prolonge dans le méme sens
tous les cotés d’un polygone qui n’a point d’angles ren-
trants, la somme des angles extérieurs est égale A quatre
droits, quel que soit d’ailleurs le nombre des cétés du
polygone. . . . . . .. . ..o oo

84. Remarque. — Deux polygones sont égaux lors-
qu'ils sont composés d’'un méme nombre de triangles
égaux chacun a chacun et semblablement disposés. . . .

88. Théoréme.— Lorsqu’on connait tous les cétés d’un
polygone, a I'exception d’un seul , et qu'on connait aussi
les angles compris entre les cotés donnés, le polygone
est déterminé et peut étre construit. . . . . . . . . .

86. Remarque. — Pour déterminer un polygone d’un
nombre N de cotés, il faut 2N — 3 choses données,
parmi lesquelles les angles ne doivent compter que pour
N—utdonnées . . . . . ... ............

87. On nomme polygones semblables ceux dont les
angles sont égaux, et dont les c4tés homologues sont pro-
portionnels. . . . . . ... ... ... e

88. Théoréme.— Deux polygones composésd’un méme
nombre de triangles semblables chacun a chacun, et
semblablement disposés, ont leurs angles égaux, chacun
chacun, leurs cétés homologues proportionnels, et sont
par conséquent semblables . . . . . . ... ... ..

89. Théoréme¢. — Lorsque deux polygones sont sem-
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blables, ils sont composés d’un mémne nombre de triangles
semblables chacun A chacun, et semblablement disposés.
90. Probléme. — Construire sur une ligne donnée
un polygone semblable 4 un polygone donne. . . . . .
91. Remarque. — Autre maniére de partager des po-

lygones en triangles.. . . . . . ... ... ... ..
Note sur I'art de lever des plans.. . . . .. ... ..
92. Théoréme. — Si l'on tire dans deux polygones

semblables deux droites qui soient semblablement pla-
cces ‘dans I'un et dans Fautre, elles seront proportion-
nelles aux cotés homologues des polygones . . . . . . .

93. Théoréme. — Les contours de deux polygones
semblables sont entre eux comme les cités homologues de
cespolygones.. . . . . ... .. .. 0o

De la ligne droite et du cercle. . . . . . . . . .. .' .

94. Une droite et un cercle ne peuvent se couper en

plus de deux points; — Toute droite qui coupe la cir- -

conférence du cercle et qui est prolongée au dehors, se
nomme sécante; — La partie de cette droite comprise
dans le cercle se nomme corde. . . . . . . . .. ..
98. La corde qui passe par Ies exttemlt&s d’un arc, ou
qui le sous-tend , est dite sa corde ; — La méme corde ap-
partient a deux arcs, qui, réunis, forment la circonfé-
rence entiére. . . . . . L~ cs s v e s s e
96. Lorsqu'une corde passe pag centre du cercle, on
lui donne le nom de diamétre ; — Tous\les diamétres d’un
cercle sont égaux entre eux; — Le diamétre est la plus
grande des droites qu’on peut tirer dans la cineenférence
(lucercle....... e e e e

éganx........... e e e e e e ..

98. Théoréme. — Si 'on perte un arc quelconque
cercle sur un autre arc du méme cercle ou d’un cerfc
décrit du méme rayon que le premier , de maniére
deux points quelconques de I'un des ares tombent §sur
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Pautre, et que les convexités soient tournées du méme
cité, le plus petit de ces arcs se confondra dans toute
son étendue avec le plusgrand.. . . . . . .. .. ...
Note sur cette propriété du cercle, qui lui est com-
mune avec la ligne droite, et qui prouve la similitude de
toutes ses parties ou l'uniformité de sa courbure. . . . .
99. Corollaire. — Dans un méme cercle ou dans deux
cercles décrits du méme fayon, les arcs dont les cordes
sont égales , sont égaux lorsqu’ils sont de méme espéce,
c’est-a-dire tous moindres que la demi-circonférence, ou
tous plus grands ;-et réciproquement, quand les arcs sont
égaux, les cordes sont égales. . . . . . . .. .. ...
100. Théoréme. — Dans un méme cercle ou dans des
cercles égaux, le plus grand arc a la plus grande corde,
et réciproquement, pourvu toutefois que les arcs que I'on
compare soient moindres que la demi-circonférence. . .
101. Probléme. — Deux arcs du méme cercle ou de
cercles égaux étant donnés, trouver le rapport de leurs
longueurs . . . ... .. ... ... oL
102. Remarque. — La droite qui n’a qu’un point de
commun avec le cercle, ou qui ne fait que le toucher, se
NOMME MBRGERIE. . .« « « o v b e e e e e e e e e e
103. Théoréme. — La perpendiculaire menée par un
point de la circonférence du cercle sur le rayon qui passe
par ce point est tangente au cercle; et réciproquement,
la tangente & un point quelconque de la circonférence
est perpendiculaire a l'extrémité du rayon mené par ce
104. Coroliaire. — Ou méne une tangente A un point
donné de la circonférence du cercle en élevant une per-
pendiculaire 3 I'extrémité du rayon qui passe par ce point
108. Théoréme. — Toute droite élevée perpendiculai-
rement sur le milieu d’'une corde passe par le centre du
cercle et par le milieu de I'arc sous-tendu par cette corde.
108. 1°f coroliaire. — Le milieu d’une corde, le centre
du cercle et le milien de P'arc sous-tendu par la corde, étant
en ligne droite, dés qu'une droite passe par deux de ces
b.
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points, elle passe nécessairement par le troisitme; . — -

Toute perpendiculaire abaissée du centre ou du milieun de . -

Parc, sur la corde, tombera sur le milieu de cette droite. . 66
107. 2° corolluirc. — Pour diviser un arc én deux '

parties égales, il suffit d’¢lever une perpendiculaire sur

le milieu de la corde qui sous-tend cetarc. . . . . . .. 67
108. Théoréme. — Les arcs interceptés dans un méme

cercle entre deux cordes paralléles, oa entre une tangente . - .-

et une corde paralléles, sont égaux. . . . . . ... ... Ib.
109. Théoréme. — Si des sommets de deux angles

on décrit deux arcs de cercle du méme rayon, le rapport

des arcs compris entre les cdtés de chaque angle sera le :

méme que celui deces angles. . . . . . .. ...... Tby
110. 1° corollaire.—Le rapport des arcs étant le méme i

que celui des angles, il s'ensuit que la mesure d’un angle . -*

est I'arc de cercle compris entre ses cotés et décrit de ]

son sommet commecentre. . . . .. ......... 69
111, 2° corollaire. — Les droites qui divisent un arc

en plusieurs parties égales divisent aussi dans un méme’

nombre de parties égales I'angle que mesure cet arc.. . . 70
142. Théoréme. — Lorsqu’un angle i son sommet |’

placé a la circonférence d’un cercle il a pour mesure la 1.

moitié de ’are eompris entre ses cotés. . . . . . . . . 7":'
143. 1°f corollaire. — L’angle formé par une corde .et

par le prolongement d’un autre corde a pour mesure la -

moitié de la somme des arcs sous-tendus par ces cordes

en dehors de I'angle qu'elles forment. . . . . . . ... 92
114. 2° corollaire. — 1° Tous les angles qui ont leur .7

sommet placé & la circonférence, et s’appuient sur le -

méme arc, sont égaux ; — 2° L'angle dont le sommet est .

sur la circonférence, et dont les cotés passent par les. .

extrémités d’un diamétre, est droit. . . . . . . cea .t 93
118, Théoréme. — L’angle dont le sommet est placé . .

dans le cercle, entre le centre et la circonférence, a pour

mesure la moitié de 'arc compris entre ses cbtés, plus la

moitié de I’arc compris entre leurs prolongements. . . . Ib.
146, Théoréme. — L’angle dont le sommet est placé -
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hors du cercle a pour mesure la moitié de la différence
des arcs compris entre ses cotés, et dont I’un tourne sa
concavité vers le sommet, et ’autre sa convexité. . . . .

117. Probléme. — Elever une perpendiculaire a I'ex-
trémité d’une ligne droite sans la prolonger. . . . . .

118. Probléme. — D’un point donné hors d’un cercle
- mener une tangente Acecercle. . . . ... ... ...

119. Probiéme. — Par trois points qui ne sont pas en
ligne droite faire passer une circonférence de cercle. .

120. 1°* corollaire. — Par trois points donnés on ae
peut faire passer qu’une seule circonférence de cercle ; —
La question devient insoluble quand les trois points sont
enlignedroite. . . . . .. ... ... ... ...

124. s° corollaire. — Deux cercles ne peuvent avoir
. trois points communs sans se confondre, et ne sauraient,
par conséquent , se rencontrer en plus de deux points. .

122. Théoréme. — Deux cercles qui passent par un
méme point de la droite qui joint leurs centres n’ont que
ce point de commun, dans lequel ils se touchent, par
conséquent; et réciproquement, si deux cercles se tou-
chent, leurs centres et le point de contact sont en ligne
droite. . . . .t v el e e e e e e

123. Remarque. — Conditions qui doivent avoir lieu
pour que deux cercles se coupent; — La perpendiculaire
- élevée par le point de contact de deux cercles, sur la ligne
qui joint leurs centres, touche en méme temps ces deux
cercles; — Entre un cercle et sa tangente, on ne peut
mener aucune droite, mais on peut y faire passer une
infinité de cercles différents. . . . . . ... ... ..

Note sur 'angle de contingence. . . . . . ... ...

124. Probléme. — Décrire un cercle qui touche en un
point donné une droite donnée de position, et qui passe
par un second pointdonné. . . . .. ...,

128. Probléme. — Décrire un cercle qui touche en un
point donné un autre cercle donné, et qui passe par un
second pointdonné. . . . .. ... L.l

426. Probiémme.—Décrire sur upeligne donnée un cercle
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tel, que tous les angles ayant leur sommet i sa circonfée-
rence, et s'appuyant sur cette droite, soient égaux a un
angle donné, ou décrire un segment de cercle capable
d'unangledonné. . . . ... .. .. 0oL
127. Théoréme. — Deux sécantes qui partent d’un
méme point pris hors du cercle, étant prolongées jusqu’a
la partie de la circonférence la plus éloignée de ce point,
sont réciproquement proportionnelles a leurs parties exté-
rieures. . .. . . ... L e e
128. Remarque — La tangente est moyenne propor-
tionnelle entre la sécante et sa partie extérieure; — Dé-
monstration de cette proposition A prieri. . . . .. ..
129. Théoréme. — Deux cordes qui se rencontrent
dans un cercle se coupent en parties reﬂproquemeut
proportionmelles. . . . . .. ... ... . 0L,
N. B. — Enoncé commun au théoréme cx-dessus eta
celui du n° 427 : Lorsque deux droites qui se coupent
rencontrent en méme temps une circonférence de cercle,
chacune en deux points, les distances de leur point d’in-
tersection A chacun de ceux ou elles rencontrent cette
circonférence sont réciproquement proportionnelles.
130. Corollaire. — La perpendiculaire élevée sur un
diamétre, et terminée A la circonférence, est moyenne
proportionnelle entre les deux segments du diamétre. . .
Comment on trouve une moyenne proportionnelle

entre deux lignes données. . . . . .. ... ... ..
131. Remarque. — Démonstration de la proposition
précédente tirée du triangle rectangle; — La corde

menée par I'extrémité du diamétre est moyenne propor-
tionnelle entre le diamétre et le segment formé par la per-
pendiculaire abaissée de I’autre extrémité de cette corde;
— Autre mani¢re de trouver une moyenne proportion-
nelle entre deux lignes données. . . . . . . ... ...

132. Problécme. — Partager une ligne en moyenne et
extréme raison, c’est-a-dire de maniére que la plus
grande des deux parties soit moyenne proportionnelle
entre la ligne entiére ct Pautre partie. . . . . . . ..
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133. Probléme. — Décrire un cercle qui passe par
deux points donnés, et qui touche une ligne droite indé-
finie donnée de position. . . . .. .. ... ... ..

Note sur les diverses solutions dont ce probléme et le
précédent sont susceptibles. . . . . . ... ...

134. Théorecme. — Lorsque des cordes partent de la
méme extrémité d’'un diameétre, les secondes puissances
de leurs longueurs sont proportionnelles aux segments
compris sur ce diamétre, entre l'extrémité commune a
toutes les cordes et le pied de la perpendiculaire abaissée
de lautre extrémité . . . . . .. .. ... ... ...

Des polygones inscrits et circonscrits au cercle. . .

135. Remarques. — On peut faire passer un cercle par
les sommets des angles d’un triangle quelconque ; dans ce
cas, le triangle est inscrit au cercle, et le cercle est cir-
conscrit au triangle; — Autre démonstration des propo-
sitionsdes n> 36, 37et84. . . . .. . .. ... ...

136. Probleme. — Inscrire un cercle dans un triangle
donné, c’est-a-dire décrire dans 'intérieur de ce triangle
un cercle qui ne fasse qu’en toucher les trois cotés. . . .

437. Remarque. — On ne saurait généralement in-
scrire dans un cercle tous les polygones de quatre oud’un

plus grand nombre decotés. . . . . . . ... ...
Note sur le caractére des quadrilatéres inscrits au
cercle. . . . ... ... .. .

138. Théoréme. — Tout polygone d’un nombre quel-
conque de cotés, lorsqu’il est régulier, c’est-a-dire lors-
qu’il a tous ses angles égaux et tous ses cOtés égaux, peut
étre inscrit et circonscrit au cercle. . . . . . .. .. .

139. Les angles formés par les rayons menés du centre
du polygone a chacun de ses angles se nomment angles
au centre , et leur some étant équivalente a quatre droits,
chacun d’eux est égal i cette somme divisée par le
nombre des angles ou des cotés du polygone proposé. .

140. Théoréme. — Les polygones réguliers d’un
méme nombre de cotés sont semblables, et leurs contours
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sont entre cux comme les rayons des cercles auxquels ils
sont inscrits ou circonscrits. . C e e e e
181, Probléme. — Un polygone d’un nombre quel-
conque de cotés étant inscrit au cercle, inscrire dans le
méme cercle un second polygone d’un nombre de cétés
double de celui des cétés du premier, et trouver la va-
leur de I'un des cotés du second. . . . . ..
142. Le quadrilatére dont les angles et les cotés sont
¢gaux se nomme carré; chacun de ses angles est droit. .
143. Remarques. —, Le carré est un parallélogramme ;
le parallélogramme dont les cotés sont égaux et les angles
inégaux se nomme nrkombe ou losange; celui dont les
(uatre angles sont droits et les cotés inégaux se nomme
rectangle; tout rectangle peut s'inscrire dans un cercle.

144. Probléme. — Construire un carré sur une ligne
donnée. . . . .
148. Probleme. — Inscrlre dans un cercle les poly—

gonesde 4,8, 16, 32,64, ..., cotés . . . . ... ..

Note sur la maniére d’obtenir /2 géométriquement. .
148. Probléme. — Inscrire dans un cercle les poly-
gones de 3,6, 12,24, 48,...,cotés. . . . ... ..
147. Probléme. — Inscrire dans un cercle les poly-
gonesde 5, 10, 20, 4o,. ., cOtés. . . . ... ...
148. Remarque. — La différence entre les arcs sous-
tendus par les cotés de I’hexagone et du décagone donne
la quinziéme partie de la circonférence; la corde de cet
arc est le coté du pentédécagone, et, par sa bissection , on
obtiendra les polygones de 30, 60,..., cotés . . . . .
Note sur la division du cercle en 2" +- 1 parties. . . .
149. Probléme. — Un polygone régulier d’un nombre
quelconque de cotés étant inscrit dans un cercle, circon-
scrire au méme cercle un polygone régulier du méme
nombre de cétés; et réciproquement, le polygone cir-
conscrit étant denné, construire le polygone inscrit. .
130. Corollaire. — Expression du cété du polygone
régulier circonscrit par le moyen de celui du polygone
inscrit corvespondant. . . . ., L. oL
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Pages.
i181. Remarque. — La différence entre le contour du
polygone inscrit et celui du polygone circonscrit corres-
pondant diminue 2 mesure qu'on augmente le nombre
de leurs cotés, et I'on peut toujours trouver deux poly-
gones, I'un inscrit, Pautre circonscrit, tels, que la diffé-
rence de leurs contours soit moindre qu’une grandeur
donnée, quelque petite que soit cette grandeur. . . . . g9
4892, Corollaire. — La circonférence du cercle est
moindre que le contour du polygone circonscrit, et plus
grande que celui du polygone inscrit; on peut toujours
trouver un polygone, soit inscrit, soit circonscrit, tel,
que la différence entre son contour et la circonférence du
cercle soit moindre qu’'une grandeur donnée, quelque
petite que soit cette grandeur. . . . . . B (1
183. Théoréme. — Si deux grandeurs invariables,
A et B, sont telles, qu’on puisse prouver que leur diffé-
rence A — B est moindre qu’une troisiéme grandeur d,
quelque pelite que puisse étre cette derniére, ces deux
grandeurs sont égalesentreelles. . . . . .. ... ... Ib.
184. Théoréme. — Les circonférences des cercles sont
entre elles comme leurs rayons ou leurs diamétres. . . .* 102
Note. — Autre démonstration du méme théoréme. . . 103
188. Corollaire. — Moyen de calculer la longueur
d’une circonférence dont on connait le rayon.. . . . . . Ib.
186. Probléme. — Trouver le rapport approché de la

circonférence au diamétre. . . . . . . . . . e e 104
Note. — Rapport de-la circonférence au diamétre,
consigné dans un ouvragepersan.. . . . . . ¢ . . . . . 107
187. Remarque. — Solution abrégée du probléme pré-
cédent. . . .. .. ... ...t .. 108
SECTION 1I.

De Paire des polygones et de celle du cercle.

188. La portion d’étendue renfermée entre les lignes
qui terminent une figurc sc nomime la surface ou Vaire
de cette figure. . . . ... ... B 1Y
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Note sur 'emploi des mots surface etaire. . . . . . .
189. Deux figures de formes différentes, mais d’une
¢tendue égale, ou renfermant des aires égales , sont dites
équivalentes. . . . . . . v 0o e e
160. Dans les triangles et dans les parallelobrammes,
on prend arbitrairement pour base un des cétés, et 'on
appelle hauteur 1a perpendiculaire abaissée de I’angle op-
posé a ce coté dans le triangle, ou d’un point quelconque
du coté opposé dans le parallélogramme. . . . . . . ..
161, Théoréme. — Deux parallélogrammes de méme
base et de méme hauteur sont équivalents. . . . . . . .
162. Théoréme.— Un triangle quelconque est la moitié
d’un parallélogramnie de méme base et de méme hau-
LBUr. « v v v et e e e e e e e e e e e
163. Corollaire. — Deux triangles qui ont méme base
ct méme hauteur sont équivalents. . . . . . ... ...
164. Probléme. — Transformer un polygone en un
autre qui ait un coté de moins, et qui soit équivalent. .
168. Corollaire. — On peut changer ainsi un polygone

quelconque en un triangle équivalent. . . . . . . ..
168. Théoréme. — Deux rectangles de méme base sont
entre eux comme leurs hauteurs. . . . .. ... .

187. Théoréme. — Deux rectangles quelconques sont
entre eux comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs. . . . . ..

Note sur la consxderatlon des produits des aires. . . .

168. Remarque. — Sur la mesure des aires en général ,
et sur le sens de l'expression, l’aire d’un rectangle est
€gale au produit de sa base par sa hauteur. . . . . . .

169. 1°r corollaire. — L’aire d'un carré se mesure par
la seconde puissance de son ¢cbté. . . . . ... ...

170. 2° corollaire. — L’aire d’un paral]e]obramme se
mesure par le produit de sa base par sa hauteur ; — Deux
parallélogrammes quelconques sont dans le rapport des
produits de leurs bases par leurs hauteurs. . . . . . .

171. 3¢ corollaire. — L’aire d’un triangle est mesurée
par la moiti¢ du produit de sa base par sa hautcur ; — Les
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triangles quelconques sont entre eux comme les produits
de leurs bases par leurs hauteurs. . . . . . ... ..

172. Probléme. — Transformer un parallélogramme
ou un triangleenuncarré. . . ., .. ...

173. Corollaire. — Transformer un polygone quel-
conque en un carré équivalent. . . . . .. . . .. ..

17A. Remarque. — On évalue l'aire d’'un polygone
quelconque en prenant la somme de celles des triangles
quile composent. . . . . . .. ..o,

173. Théoréme.— L'aire d’un quadrllatére dans lequel
deux cotés sont paralléles, et qu'on nomme trapéze, se
mesure par le produit de la demi-somme des deux cétés
paralléles, multipliée par la hauteur prise entre ces cotés;
—L’aire du trapéze se mesure aussi par le produit de sa
hauteur, par une ligne menée i égale distance des deux
bases paralléles. . . . . . . ... ... ... ... ..

176. Théoréme. — Les aires des polyg,ones semblables
sont entre elles comme les carrés des cotés homologues
de ces polygones . . . . . . . ..

177. Théorémc. — Les aires de deux triangles qui ont
un angle commun sont dans le rapport des produits des
cotés qui comprennent cetangle. . . . . .. . ... ..

178. Théoréme. — Le carré construit sur I'hypoteé-
nuse d’un triangle rectangle est équivalent 4 la somme
des carrés construits sur les deux autres cdtés de ce tri-
angle. . . . ... .o o oo

179. 1°F corollaire.— Les carrés construits sur les cotés
de 'angle droit d’un triangle rectangle et sur hypoté-
nuse sont entre eux comme les segments adjacents et I’hy-
poténuse entidre. . . . . . . 4 4 0 s ey e s e e .

180. 2° corollaire. — Tout polygone coustruit sur I'hy-
poténuse d’un triangle rectangle est équivalent i la
somme des polygones semblables construits sur les deux
autres €OES.. .+ . . . . . e e u e e e e

181, Probléme. — Construire un polygone semblable
» un autre, et dont PVaire soit dans un rapport donné¢
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avec celle du premier, ou soit équivalente 2 un carré
donné. . . .. ... e e e
183. Théoréme. — L’aire d'un polygone régulier a
pour mesure la moitié du produit de son contour par le
rayon du cercle inscrit ; — Ce contour se nomme péri-
métre, et le rayon du cercle inscrit se nomme apothéme.
183. Corollaire. — Les aires des polygones réguliers
sont entre elles comme les carrés des rayons des cercles
dans lesquels ils sont inscrits ou auxquels ils sont cir-
COMSCIIlS. . + v v v v v v v v v v v i e e e e e e e
184. Remarque. — 1l est toujours possible de trouver
deux polygones du méme nombre de cotés, I'un inscrit,
I'autre circonscrit, tels, que la différence de leurs aires
soit moindre qu'une grandeur donnée, quelque petite
que soit cette grandeur. . . . . . e e e e e e e e
488. Corollairc. — On peut toujours assigner un po-
lygone régulier, soit inscrit, soit circonscrit, dont Paire
différe aussi peu qu’on voudra de celle d’un cercle donné.
188. Théoréme. — Si trois grandeurs, A, B, X, sont
telles, que la premiére A, que l'on suppose variable,
mais néanmoins surpassant toujours les deux autres, B, X,
qui ne changent point, puisse approcher de toutes deux
en méme temps, aussi prés qu’on voudra, on aura néces-
sairementB=X. . . . . .. s e s e e e s e
187. Théoréme. — L’aire d’un cercle a pour mesure la
moitié du produit de la circonférence par le rayon. . .
Note. -~ Autre preuve de la méme proposition.. . . .
188. Corollaire.— Les aires des cercles sont entre elles
comme les carrés de leurs rayons ou de leurs diamétres;
— L’aire d’un cercle est égale au carré du rayon mul-
tiplié par le rapport de la circonférence au diamétre. . .
189. Thdoréme. — L’aire d’un secteur de cercle a pour
mesure la moitié¢ du produit de I'arc par le rayon. . . .
190. Remarque. — L’aire du segment s'obtient en re-
tranchant de I'aire du secteur celle du triangle correspon-
dant. . . . ... e .
N. B. — Ce quc c’est que le segment ct sa fleche. .
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DEUXIEME PARTIE.

SECTION PREMIERE.

Des plas.et des corps terminés par des sarfaces planes.

Des plans et des lignes droites

191. Une ligne droite qui a deux de ses points dans
un plan s’y trouve tout entiére. . . . . . .. ....
199. L’intersection de deux plans est une ligne droite.
193. II faut trois points pour déterminer un plan; ou
deux plans ayant trois points communs qui ne sont pas en
ligne droite coincident parfaitement.. . . . .. ... .
194. Deux lignes qui se coupent sont dans un méme
plan; — Tout triangle est dans un seul plan, et quatre
points qui ne sont pas dans un méme plan forment un
quadrilatére gauche.. . . . . . . . ... ... ...
* 198. Dans l'espace, deux droites peuvent étre perpen-
diculaires 2 une troisiéme, sans étre parallé¢les entre elles.
196. Théoréme. — Une droite élevée hors d’un plan,
perpendiculairement 4 deux autres menées par son pied
dans ce plan, est perpendiculaire 2 toutes celles qu'on
pourrait mener par ce point dans le méme plan. . . . .
197. Remarque. — La ligne menée d’aprés le théoréme
précédent est perpendiculaire au plan sur lequel elle est
devée. . . . oo i e e e e e e
198. Théoréme. — Si trois droites sont perpendicu-
laires 4 une méme droite par un méme point, elles sont
toutes les trois dans un méme plan perpendicnlaire A cette

199. Théoréme. — Par un pomt pns soit hors d’un
plan, soit sur ce plan, on ne peut mener qu’une seule
perpendiculaire & ce plan, et par le méme point d’une
droite il ne peut passer qu’un seul plan perpendiculaire
dcette droite. . . . . . . .. .. e e e e e e

900. Théoréme. — Les obliques qui s’écartent égale-
ment de la perpendiculaire 2 un plan sont égales ; celles

XXIX

Pages.
132

Ib.

Ib.

Ib.

133

1b.

135

I,

qui s’écartent le plus sont les plus longues, et la perpendi-.



XXX TABLE DES MATIERES.

culaire est la plus courte de toutes les droites que I'on
peut mener d’un point donné aunplan. . . . .. . ..

901. Remarques. — Chaque point de la perpendi-
culaire 3 un plan peut étre employé i décrire, dans ce
plan, des cercles dont le centre soit i son pied ; — La per-
pendiculaire, étant la plus courte ligne qu’on puisse mener
d’un point pris hors d’un plan sur ce plan, est la me-
sure naturelle de leur distance.. . . .. ... ... ..

202. Théoréme. — Si par un point d’une droite oblique
A un plan on abaisse sur ce plan une perpendiculaire, et
quel'on joigne les pieds de I'oblique et de la perpendi-
culaire par une droite, la perpendiculaire i cette derniére
sera aussi perpendiculaire sur I'oblique.. . . . . . . ..

203. Théoréme. — Unpe droite située hors d’'un plan,,
mais paralléle a une ligne quelconque menée dans ce plan,
ne le rencontre point, quelque prolongée qu’on la sup-
pose, et est en méme temps paralléle i loute droite menée
daos le plan parallélement 4 la premiére. . . . . . . . .

904. Corollaire. — Deux droites paralléles & une trois
siéine sont paralléles entreelles. . . . . . . ... ...

908. Théoréme. — Les angles qui ont les cétés paral-
Jéles et Pouverture tournée dans le méme sens sont égaux,
quoique situés dans des plans différents. . . . . . . ..

906. Théoréme. — Si par un point quelconque de la
commune section de deux plans on méne dans chacun
de ces plans des droites respectivement perpendiculaires a
cette commune section, et que I'angle qu’elles forment
entre elles soit égal & celui que forment deux autres
droites menées de la méme maniére dans deux autres
plans, on pourra faire coincider les deux premlers plans
avec les deux derniers.. . . . . . .. ... e

207. 1°F corvllaire. — L’espace indéfini compris entre
deux plans qui se coupent se nomme angle diédre, ou
angle & deuzx faces; il mesure leur inclinaison; — L’angle
diédre a pour mesure I'angle plan formé par deux droites
menées dans chacune de ses faces, perpendiculairement a
leur commune section et par un méme point de cette
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droite; — Les angles diédres jouissent des mémes pro-
priétés que les angles plans qui les mesurent. . . . . . .

Note. — Raison de la dénomination d’angle diédre . .

208. 2° corollaire. — Un plan mené par une ligne
perpendiculaire &4 un autre plan est perpendiculaire sur
ce dernier; — Par une droite prise dans un plan, on ne
peut élever qu’un seul plan perpendiculaire au premier..

209. Théoréme. — Si par un point quelconque de la
commune section de deux plans qui se rencontrent 4 angle
droit, on éléve perpendiculairement un premier une
droite, elle sera comprise dans lesecond. . . . . . . .

240. Corollaire. — L’intersection de deux plans per-
pendiculaires & un troisi¢éme est perpendiculaire a ce
dernier . . . ... ... .. e

911, Théoréme. — La droite menée dans un plan,
perpendiculairement i la commune section de celui-ci
avec un autre qui le rencontre a angle droit, est perpen-
diculaire sur cet autre.. . . . . e e e

$18. Théorécme. — Deux-droues perpendlculalres aun
méme plan sont paralléles entre elles ; et réciproquement,
si une droite est perpendiculaire 2 un plan, toute autre
droite paralléle A celle-ci sera aussi perpendiculaire au

mémeplan. . . .. ... oL L
243, Théoréme. — Deux plans perpendiculaires A une
méme droite ne sauraient se rencontrer. . . . . . . . .

914. Deux plans perpendiculaires & une méme droite,
ne se rencontrant point, sont paralléles entre eux. . . .
18. Théoréme. — Lorsque deux plans paraliéles sont
coupés par un troisiéme, les intersections sont paralléles
entreelles. . .. ................. .
216. Corvllaire. — Deux plans paraliéles ont leurs
perpendiculaires communes; — La distance de deux plans
paralléles est partout la méme. . . o . . . . . .
1%7. Théoréme. — Si deux droites qui se coupent
sont paralléles 3 deux autres droites qui se coupent, le
plan déterminé par les deux premiéres sera paralléle a
celui que déterminent les deux autres. . . . . e
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218. Corollaire. — Par deux droites qui, ne se coupant
point et n’étant point paralléles entre elles, ne sauraient
étre comprises dans un méme plan, on peut toujours faire
passer deux plans paraliéles, dont la plus courte distance
donne celle des deux droites proposées. . . . . e

819. Remarque. — La plus courte distance des droites
de l'article précédent a lieu sur une droite qui est per-
pendiculaire a toutes deux en méme temps. . . . . . . .

290. Théoréme. — Deux droites comprises entre deux
plans paralléles sont toujours coupées en parties propor-
tionnelles par un troisiéme plan paralléle aux deux pre-
T

224. Lorsque plusieurs pians qui passent par un méme
point se rencontrent deux a deux, I'espace qu’ils com-
prennent entre eux, indéfini dans le sens opposé au point
ou ils se rencontrent , se nomme angle polyédre, ou angle
a plusieurs faces; — L’angle 4 trois faces se nomme
angle triedre, etc.; — Le point de rencontre de toutes
les faces d’'un angle polyédre en est le sommet; — Les
communes sections des faces sont les arétes; — Il y a
dans I'angle triédre six choses 4 considérer, savoir, trois
angles plans et trois angles diédres. . . . . ... ...

229. Théoréme. — La somme de deux quelconques des
angles plans qui composent un angle triédre est tou-
jours plus grande que le troisiéme. . . . . ... ... .

983. Théoréme. — Si deux angles triédres sont formés
des mémes angles plans, les angles diédres compris entre
les angles plans égaux seront égaux. . . . . . .. .

294. Théoréme. — Deux angles triédres formes par
trois angles plans égaux, et semblablement disposés entre
eux, sont égaux dans toutes leurs parties. . . . . . . .

228. Remarque. — Deux angles triédres composés des
mémes angles plans assemblés différemment, ou deux
angles triédres inverses 'un de lantre, ne peuavent
coincider, mais renferment le méme espace. . . . . . .

Note sur les angles triédres inverses. . . . . . . ., .

226. Théoréme. — La somme des angles plans qui
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composent un angle polyédre convexe, c’est-a-dire dont
toutes les arétes sont saillantes ou extérieures, mais d’ail-
leurs quelconque , est toujours moindre que quatre
droits. .. ... ... .. ......

Des corps terminés par des plans. . . . .

227. Les corps terminés par des plans se nomment
polyédres; — On ne peut fermer de toutes parts un
espace par un nombre de plans moindre que quatre, et le
corps qui en résulte se nomme tétraédre; — Tout corps
dont une des faces est un polygone quelconque, et dont
toutes les autres sont des triangles ayant leur sommet au
méme point, se nomme pyramide ; le point ol se réunis-
sent ces derniéres est le sommet, et la face opposée est la
base. . . . . .. . oo e

228. Théoréme. — Si deux tétracdres ont chacun un
angle triédre composé de triangles égaux et semblable-
ment disposés, ces tétraédres sont égaux, et ils le seront
encore si deux faces de I'un sont égales a deux faces de
'autre, assemblées de la méme maniére, et forment entre
clles le méme angle di¢dre que celles-ci. . . . . . . ..

229. Les polyédres semblables sont ceux dont les faces
sont en méme nombre semblables, semblablement dis -
posées, et également inclinées les unes & I'égard des
aures. . . . . oe . . oe e e e e e e

230. Théoréme. — Lorsque les triangles qui forment
deux angles triédres homologues de deux téwraédres sont
semblables chacun i chacun et semblablement disposés,
ces tétraédres sont semblables; et ils le sont encore si
deux faces de I'un font entre elles le méme angle que deux
faces de 'autre, sont en outre semblables a celles-ci et
assemblées par des cotés homologues. . . . . . . .. .

@34, Théoréme. — Deux pyramides quelconques sont
semblables lorsque leurs faces sont semblables et sembla-
blement disposées. . . . . . . ... ...

238, 1% corollaire. — En coupant une pyramide par

GEOMETRIE, 16° édit. ¢
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un plan paraliéle 4 sa base, on en retranche une pyramide
qui lui est semblable. . . . . . . ... ... N
253. 2° corollaire. — Les arétes homologues des py-
ramides semblables sont proportionnelles entre elles et
aux perpendiculaires abaissées des sommets sur les bases.
234. Remarque. — On peut trouver, par ce qui pré-
céde, la hauteur d’une pyramide, quand on connait les
dimensions d’'un tronc a bases paralléles. . . . . . . .
938. Théoréme. — Les bases des pyramides semblables
sont entre elles comme les carrés de deux arétes homo-
logues quelconques, et comme les carrés des perpendicu-
laires abaissées du sommet sur leur plan. .". . . . . ..
2368. Corollaire. — Les sections faites A la méme dis-
tance des sommets dans deux pyramides quelconques
sont dans un rapport constant, quelles que soient d’ail-
leurs ces distances et les figures des bases. . . . . . . .
237. Les polyédres qui ont deux faces opposées égales
et paralléles, et dont toutes les autres sont des parallélo-
grammes , se nomment prismes ; — Les polygones opposés
sont les bases du prisme; — Chaque angle polyédre d’un
prisme n’est composé que de trois angles plans; — Quand
ses arétes sont perpendiculaires sut sa base, c’est un
prisme droit, les autres sont des prismes obliques. . . .
238. Le prisme dont la base est un parallélogramme
se nomme parallélépipéde ; ses faces opposées sont égales
et paralléles.. . . . . ... ... .. et e e e
239. Théoréme. — Un polyédre compris entre six
plans paralléles deux A deux est un parallélépipéde. .
240. Théoréme. — Si deux prismes ont chacun un
angle triédre composé de polygones égaux et semblable-
ment disposés , ces prismes seront égaux. . . . . . . .
Note sur la similitude des prismes. . . . . . . ...
244. Remarques. — En joignant par des droites le
sommet d’un de leurs angles & tous les autres, et divisant
toutes leurs faces en triangles, on peut toujours partager
les polyédres quelconques en pyramides triangulaires;
— Deux corps composés d’'un méme nombre de pyra-
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mides triangulaires égales et semblablement disposces
sont égaux ; — Un polyédre ayant un nombre N d’angles
* est déterminé par 3N — 6 données, prises parmi les dis-
tances des sommets de cesangles.. . . . . .. .. ...
Note sur le nombre des angles, des faces et-des arétes
d’un polyédre. . . . . . ... .. ...
242. Théoréme. — Deux polyédres qul sont composés
d’un méme nombre de | pyramides semblables et sembla-
blement disposées sont semblables. . . . . ... ...
243. Théoréme. — Lorsque deux polyédres sont sem—
blables, ils peuvent étre partagés en un méme nombre
de tétraédres semblables et semblablement disposés. .
244. Théoréme. — Les arétes homologues des polyé-
dres semblables sont proportionuelles, ainsi que les dia-
gonales des faces homologues et les diagonales intérieures
aux polyédres. . . .. . .. ... e
248. Remarque sur la mesure de l'aire des polyédres.
246. Théoréme. — Les aires des polyédres semblables
sont entre elles comme les carrés des arétes homologues. .

De la mesure des volumes.. . . . . . . . . .. ...

247. L’espace renfermé par la surface d’un polyédre,
ou occupé par ce corps, est généralement désigné sous le
nom de volume, ou de capacité, lorsqu’il s’agit d’un

TCOTPS CPEUX. v o o o v v ¢ v vt b e e

Note sur les motifs d’exclure le mot solidité. . . . . .

248. Théoréme. — Deux paraliélépipédes construits
sur la méme base, et terminés supérieurement par le
méme plan paralléle a3 leur base, sont équivalents en
volume. . . . . ... ... .  ve e

249. Corollaire. — Un paralleleplpede quelconque
peut étre transformé en un parallélépipéde rectangle
ayant une base équivalente A celle du premier, et méme
hauteur ; — La hauteur d’un prisme, ou d’un parallélé-
pipéde, est la perpendiculaire menée entre les deux bases
(pour une pyramide, c’est la perpendiculaire abaissée du
sommet sur la face opposée , face qui s’appelle base ). . .

<.
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980. Théoréme. — Si P'on forme sur la base d'un
prisme triangulaire un parallélogramme, et que Pon
éleve sur ce parallélogramme , pris pour base, un paral-
lélépipéde de méme hauteur que le prisme triangulaire,
celui~ci sera la moitié de 'antre. . . . . . . .. .. ..

Note o 'on démontre Pégalité des volumes des deux
prismes triangulaires du numéro préggdent, qui, bien
que construits sur les mémes parties, ne peuvent pas
coincider. . . . . . ... L o oo oo

81, Corollaire. — Deux prismes triangulaires de
méme base et de méme hauteur sont équivalents. . . . .

89, Théoréme. — Si 'on coupe un tétraédre par des
plans paralléles & sa base et équidistants, on pourra for-
mer, i chaque tranche, un prisme extérieur et un prisme
intérieur, de maniére que la somme des premiers différe
aussi peu qu'on voudra de celle des seconds, et, par
conséquent, aussi du tétraédre. . . . ... ... ...

883. Théoréme. — Deux tétraédres de méme base et
de méme hauteur sont équivalents. . . . . . . ... ..

Note. — Autre démoustration de la proposition précé-
dente.. . . ... ... ... .. e e

Q84. Théorécme. — Un tétraédre est équivalent au
tiers du prisme triangulaire de méme base et de méme
hauteur. . . . . . ¢ . oo oLt e e e

88, Théoréme, — Les pavallélépipédes rectangles de
méme base sont entre eux comme leurs hauteurs. . . . .

286. Théoréme. — Deux parallélépipédes rectangles
sont entre eux comme les produits des arétes qui forment
un méme angle triédee. . . . . . ... L.

287. Remarque. — La mesure du volume d’un paral-
lélépipéde rectangle est le produit de ses trois arétes conti-
gués, en prenant pour terme de comparaison le parallélé-
pipéde dont les trois arétes contigués sont égales i la ligne
choisie pour unité.. . . . . . e e e e e e

288. 1% corollaire. — Lorsque les arétes sont égales
entre elles, le parallélépipéde, quiprend le nom de cube,
a pour mesure la troisiéme puissance de son aréte. . . .
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289. 2* corollaire. — Le volume d’un parallélépipéde
quelconque a pour mesure le produit de sa base par sa
hauteur.. . . . .. chae e e e e e e e .

260. 3¢ corollaire. — Le volume d’un prisme quel-
conque est égal au produit de sa base par sa hauteur;
— Deux prismes quelconques sont entre eux comme
les produits de leurs bases par leurs hauteurs. . . . . .

261. 4° corollaire. — Le volume d’un tétraédrea pour
mesure le tiers du produit de sa base par sa hauteur. . .

262. 5° corollaire. — Le volume d’une pyramide
quelconque a pour mesure le tiers du produit de sa base
par sa hauteur; — Deux pyramides quelconques sont
entre elles comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs. . . . . . ... Lo o
 863. Remarques. — Le volume d'un tronc de pyra-
mide s’obtient en prenant la différence entre celui de la
pyramide entiére et celui de la pyramide retranchée; — Le
volume d’un polyédre quelconque peut s’évaluer en dé-
composant ce polyédre en pyramides, ou en le ramenant
A des prismes triangulaires tronqués. . . . . . . . . . .

264. Théoréme. — Un prisme triangulaire tronqué-est
équivalent A trois tétratdres de méme base, ayant leurs.
sommets respectifs placés 4 chacun des angles du triangle
opposé a cette base. . . . . ... ... e e e ..

263, Corollaire. — Le volume d’un prisme triangulaire
tronqué a pour mesure le produit de sa base par le tiers
de la somme des trois perpendiculaires abaissées sur cette
base, de chacun des angles de la base supérieure. . . . .

266. Théoréme. — Deux polyédres semblables sont
entre eux comme les cubes de leurs arétes homologues.

Note.— Les volumes de deux tétraédres qui ont un angle
triédre commun sont entre eux comme les produits des
arétes qui, dans chacun, comprennent cet angle. . . .
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SECTION 11.
Des corps ronds.

267. Les corps ronds sont ceux qu’on produit en faisant
tourner une figure plane autour d’une ligne droite ; — On
ne considére, dans les Eléments de Géométrie, que le cone
droit, le cylindre droit et la sphére; — Le cdrne drowr
s’engendre en faisant tourner un triangle rectangle autour
de I'un des céiés de I'angle droit, I’hypoténuse décrit la
surface conique droite; — Le cdté autour duquel tourne
le triangle génératear se nomme I’axe ; — La base du céne
est un cercle; — Toute section faite par un plan paralléle
A cette base est également un cercle ; — Les circonférences
de ces cercles sont proportionnelles 4 leurs distances au
sommet; — Leurs aires sont entre elles comme les carrés
decesdistances. . . . . . . ... i i e o .

Note surle come oblique. . . . . ... ... ....

268. Remarque. — Lorsqu’on a les dimensions d’un
tronc de céne droit, A bases paralléles, on peut, par ce qui
précéde, trouver la hauteur du cone entier. . . . . . .

269. Théoréme. — On peut toujours trouver deux
pyramides réguliéres, V'une inscrite, "autre circonscrite

.4 un céne droit, telles, que la différence de leurs aires

soit moindre qu’une grandeur donnée, quelque petite que:

soit cette grandeur; — L’aire d’une pyramide réguliére,.
lorsqu’en n’y comprend point sa base, a pour mesure la
moitié du produit du contour de cette pase par la perpen-
diculaire abaissée du sommet sur I'un de ses cotés. . . .

270. Corollaire. — L’aire du cone est toujours moindre
que celle de la pyramide circonscrite, et plus grande que
celle de la pyramide inscrite ; mais chacune de ces derniéres
peut approcher de la premiére aussi prés qu’on voudra. . .

274. Théoréme. — L’aire d’un cdne droit a pour me-
sure la moitié du produit de la circonférence du cercle qui
lui sert de base parson coté. .. . . .. .. ... ..

Note ol I'on indique un autre tour de démonstration
pour la proposition ci-dessus et pour ses analogues. . .
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272. Théoréme. — L’aire d’un tronc de cone droit, a
bases paralléles, ou du cdne tronqué, a pour mesure la
moitié du produit de la somme des circonférences de ses
deux bases par son cdté, ou le produit de ce coté par la
circonférence de la section faite a égale distance des bases.

N. B.—En substituant le sommet a la base supérieure ,
ces mesures conviennent au cone entier . . . . . . . .

273. Théoréme. — On peut toujours trouver deux py-
ramides, I'une inscrite et 'autre circonscrite a un céne
droit, telles, que la différence de leurs volumes soit
moindre qu’une grandeur donnée , quelque petite que soit
cette grandeur. . . . . . ... ..o ..

274. Corollaire. — On peut toujours assigner une py-
ramide inscrite et une pyramide circonscrite qui différent
aussi peu qu'on voudra du coéne, I'une étant plas petite
et Pautre plus grande. . . . . . ... ... ... Ce

978. Théoréme. — Le volume d’un céne a pour mesure
le tiers du produit de 'ajre de sa base par sa hauteur. . .

Note sur le céne oblique. . . . . .. . Ce
276. Probléme. — Trouver le volume d’un tronc de
cone droit & bases paralléles. . . . . ... ......

277. Un rectangle qui tourne autour de I'un de ses cotés,
engendre le corps appelé cylindre droit ; — Les bases d’un
cylindre droit sont des cercles égaux et paralléles, ainsi
que toutes les sections paralléles a ces bases; — Le cdté
autour duquel tourne le rectangle générateur se nomme
Pare. . . . . . . v oo e e e

Note sur le cylindreoblique. . . . . . . .. .. ...

278. Théoréme. — On peut inscrire et circonscrire i
un cylindre droit deux prismes droits , tels , que la diffeé-
rence de leurs aires soit moindre qu’une grandeur donnée,
quelque petite que soit cette grandeur. . . . . . . . ..

279. Corollaire. —On peut toujours trouver un prisme,
soit inscrit, soit circonscrit, dont I'aire différe aussi peu
(u’on voudra de I'aire du cylindre droit , plus grande que
la premiére et moindre que la seconde. e e e e

280. Théoréme. — L’aire de la surface convexe du
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cylindredroit a pour mesure le produit de la circonférence
desabase par sahauteur. . . . . .. ... ... ...

281. Thdoréme. — On peut tonjours former deux
prismes, I'un inscrit, 'autre circonscrit au cylindre, tels,
que leurs volumes différent aussi peu qu’on voudra. . .

288. Corgllaire. — On peut construire un prisme in-
scrit et un prisme circonscrit, tels, que leurs volumes
différent aussi peu qu’on voudra de celui du cylindre,
qui sera toujours plus grand que le premier et moindre
que le second. . . . . . ... ...

283. Théoréme. —Le volume d’un cyhndre droit a
pour mesure le produit de P'aire de sa base par sa hau-
teur. . . .. ... e e .

Note sur le cylindre oblique. . . . . . . e e e

284. Un demi-cercle, en tournant autour de son dia-
métre, engendre la sphére, et la demi-circonférence qui
I'enveloppe décrit la surface sphérique ; — Le diamétre
antour duquel tourne le demi-cercle générateur est
Paxe, et ses extrémités sont les pdles ; — La surface sphé-
rique a tous ses points également éloignés du centre du
cercle générateur. . . . .. ... ... e e

288. Théoréme. — La section de la sphére par un plan
quelconque est toujours un cercle. . . . . .. .. ..

286. Remarque. — Les cercles dont le plan passe par
le centre de la sphére sont de grands cercles, les autres
sont de petits cercles ; — Tous les grands cercles sont égaux

entre €uX. . . . . . 4 . . . .0 e e ..
287. Corollaire.— Deux grands cercles se coupent tou-
jours en deux parties égales. . . . . . . . e .

288. Trois cercles se coupant deux i deux sur la sur-
face de la sphére forment un triangle sphérique; on ne
considére dans les Eléments que celui qui est formé par
trois arcs de grandscercles. . . . . . .. .. ...

289. Théoréme. — La somme de deux cotés quel-
conques d'un triangle sphérique est toujours plus grande
que le troisiéme. . . . . . ... Lo L0
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290. 1°* corollaire. — Le plus court chemin pour aller
d’un point A un autre sur la surface sphérique’ est I’arc
du grand cercle déterminé par le plan qui passe par ces
deux points et par le centre de la sphére. . . . .. ..

294. 2° corollaire. — La somme des trois cotés d’'un
triangle sphérique est moindre que la circonférence d’un
grand cercle. . . . ... .. ... 0.0,

202. Théoréme. — Si par le centre d’un cercle quel-
conque tracé sur la sphére on éléve une perpendicu-
laire , elle passera par le centre de la sphére, et la cou-
pera en deux points, dont chacun sera également éloigné
de tous ceux de la circonférencé du cercle proposé. . . .

293. Corollaire. — Chacun de ces points, que I'on
nomme pdles, peut servir i décrire ce cercle; — La droite
qui les joint est 'aze du méme cercle. . . . . . . Ce

294. Théoréme. — Le plan mené par un point de la
surface de la sphére, perpendiculairement au rayon qui
passe par ce point, est tangent ala sphére; et récipro-
quement, le plan tangent A un point quelconque de la
surface sphérique est perpendiculaire & I'extrémité du
rayon. . . . ...

298. Théoréme. — Deux pornons correspondantes de
polygones réguliers, I'une inscrite et I'autre circonscrite

au cercle générateur de la sphére, décrivent, en tournant

autour du diamétre de ce cercle, deux corps dont les aires
peuvent différer de moins qu’aucune grandeur donnée;
— L’aire de chacun de ces corps a pour mesure le produit
de sa hauteur par la circonférence du cercle inscrit an
polygone qui l’engendre. . . . . . . .. ... ...
286. Corollaire. — L’aire du corps inscrit est momdre

que celle de la portion correspondante de la sphére, et

laire du corps circonscrit est plus grande; mais on peut
toujours trouver deux de ces corps dont I'aire différe
aussi peu qu’on voudra de celle de la portion de spheére.

297. Théoréme. — L’aire de la calotte sphérique est
égale 4 sa hauteur multipliée par la circonférence d’un
grand cercle. . . . ... e e e e e
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298. 1°F corollaire. — L’aire de la sphére entiére est
¢gale 4 son diamétre multiplié par la circonférence d’un
grand cercle, et celle I’une zone quelconque est égale au
produit de la hauteur de cette zone par la circonférence

"d’un grand cercle. . . .. ... Lo oL

299. 2° corollaire. — L’aire de la surface sphérique est
quadruple de celle d’un de ces grands cercles. . . . . .

500. Théoréme. — L’aire du fuseau sphérique est A
celle de la sphére comme I’angle plan qui mesure I'angle
diédre que forment les plans qui déterminent ce fuseau
est aquatredroits. . . . . . . . ... ...

301. Théoréme. — L’aire d’un triangle sphérique est a
celle de la sphére enti¢re, comme la différence entre la
somme des trois angles di¢dres formés par les plans des
cercles qui composent ce triangle et deux angles droits
est 2 huit angles droits. . . . . ... ... ...,

Note ou I’on démontre, pour la proposition précédente,
que deux triangles sphérignes qui ont leurs cotés égaux
chacun i chacun, mais assemblés daus un ordre inverse,
sont équivalents. . . .. ...

302. Théoréme. — La différence entre les volumes des
corps engendrés par deux portions correspondantes de
polygones réguliers, I'une inscrite et 'autre circonscrite
a un arc de cercle, pendant la révolution de cet arc au-
tour de son axe, et fermés par la surface conique dé-
crite dans la méme circonstance par le rayon qui termine
les deux portions de polygone, peut devenir aussi petite
qu'on voudra; — Le volume de chacun de ces corps a
pour mesure la somme des aires décrites par les cotés du
polygone générateur multipliée par le tiers du rayon du
cercle inscrit & ce polygone. . . . . . .. ... ..

303. Corollaire. —Le sccteur sphérique engendré par
la révolution du secteur circulaire est moindre que le
corps circonscrit et plus grand que Vinscrit; mais sa dif-
ference avec I'un ou avec I'autre de ces corps peut étre
rendue aussi petite qu'on voudra: . . . . .. .. ...
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304. Théoréme. — Le volume d’un secteur sphérique
est égal A aire de la calotte sur laquelle il s’appuie, mul-
tipliée par le tiers du rayon. .. . . . ... ... ...

308. 1° corollaire. — Le volyme de la sphére est égal
A son aire multipliée par le tiers du rayon, ou A Paire de
son grand cercle multipliée par les deux tiers du dia-
métre.. . . . . .. ... e e e e e e e e e .

308. 2°corollaire. — La mesure du secteur sphérique,
lorsqu’il surpasse la demi-sphére, est encore la méme que
danslen°304. . . . . ... ... e he e e e :

307. 3¢ corollaire. — Le volume de la portion de
sphére engendrée par le demi-segment circulaire, et qu’on
nomme segment sphérique, s’obtiendra en retranchant du
volume du secteur sphérique celui du céne correspondant;
— Le volume de la zone s'obtiendra en le considérant
comme la différence des deux segments formés dans la
sphére par les plans qui terminent cette zone . . .". . .

De la comparaison des corps ronds. . . . . . oo 0v

308. Les corps ronds semblables sont ceux qui sont
engendrés par des figures semblables; — Dans les cnes
semblables, les cotés, les hauteurs, les rayons des bases,
lears circonférences, sont proportionnels, et les aires des

Dases sont comme les carrés de leurs lignes homologues ;

k méme chose a lieu & V’égard des cylindres semblables;
— Les sphéres sont des corps semblables.. . . . . . . .
309. Théoréme. — Les aires des cones semblables sont
comme les carrés des cotés de ces cones, etleurs volumes
comme les cubes de cesmémes cotés. . . . . . .. ...
310. Théoréme. — Les aires des cylindres semblables
sont comme les carrés des cotés de ces cylindres, et leurs
volumes comme les cubes de ces mémes cotés. . . . . .
314, Théoréme. — Les aires de deux sphéres sont
comme les carrés de leurs rayons ou de leurs diamétres,
et leurs volumes comme les cubes de ces mémes lignes. .
318. Remarque. — L’aire convexc du cylindre cir-
conscrit A la sphére est ¢gale & cclle de cette sphere, et le
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Pages.
volume de ce dernier corps n’est que les deux tiers de
celuidupremier.. . . . . ... ... ..o ... aib

343. Conclusion dans laquelle on montre qu’il ne peut
y avoir plus de cinq espéces,de polyédres réguliers, et
que les faces de ces polyédres ne peuvent étre que des
triangles équilatéraux, des carrés ou des pentagones. . . Ib.

FIN DE LA TABLE DES MATIERKS.



SUPPLEMENT. XLV

SUPPLEMENT

AU

TRAITE ELEMENTAIRE D'ARITHMETIQUE,

NECESSAIRE POUR PASSER IMMEDIATEMENT DR CE TRAITE

aux Eléments de Géométrie.

I. Pour abréger le discours, on exprime par des signes
particuliers les mots qui reviennent le plus fréquemment ;
et quand on s'occupe d’'un nombre ou d’une grandeur
quelconque, sans considérer sa valeur particuliére, mais
seulement pour indiquer ses relations avec d’autres gran-
deurs, ou les opérations auxquelles elle doit étre soumise,
on la désigne par une lettre de I'alphabet, qui devient
dlors le nom abrégé de cette grandeur.

<+ signifie plus ou ajouté avec.

L’expression A + Bindique la somme qui résulte de la
grandeur que représente la lettre A ajoutée avec celle qui
représente B, ou A plus B.

— signifie moins.

A — B indique ce qui reste quand on dte de la grandeur
que représente A celle que représente B, ou A moins B.

X signifie multiplié par.

A < Bindique le produit de la grandeur que repré-
sente A multipliée par celle que représente B, ou A mul-
tiplié par B.

%indique le quotient de la grandeur que représente A
divisée par celle que représente B, ou A divisé par B.
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A = B signific que la grandeur que représente A -est
égale a celle que représente B, ou A égale B.

A > B signifie que la grandeur que représente A sur-
passe celle que représentc B, ou A plus grand que B.

A < B signifie que la grandeur ‘représentée par A est
moindre que celle qui est représentée par B, ou A plus
petit que B.

2A, 3A, etc., indiquent le double, le triple, etc., de
la grandeur que représente A.

II. Lorsqu'on multiplie un nombre par lui-méme, on
forme sa seconde puissance on son carré: 5 >< 5 ,.0u 25,
est la seconde puissance de 5, ou le carré de 5.

" La seconde puissance est donc le produit de deux fac-
teurs égaux; chacun de ces facteurs est la racine carrée
du produit : 5 est ]a racine carrée de 25.

Si I'on multiplie la seconde puissance par sa racine, on
a la troisiéme puissance ou le cube : 5 >< 25, ou 125, est
la troisi¢éme puissance de 5.

La troisiéme puissance cst un produit formé par la
multiplication de trois facteurs égaux; chacun de ces fac-
teurs est la yacine cubique de ce produit : 125 est le pro-
duit de 5 multiplié deux fois par lui-méme, ou 5 < 5>< 5;
et 5 est la racine cubique de 125.

En général, A?, étant I'abréviation de A X< A, indique
la seconde puissance ou le carré de A.

VA indique la racine carrée de A ou le nombre qui,
multiplié par lui-méme, produirait le nombre que repré
sente A.

A?, étant I'abréviation de A >< A >< A, indique la troi-
siéme puissance ou le cube de A.

3

VA indique la racine cubique de A ou le nombre qui,
multiplié deux fois par lui-méme, produirait le nombre A.

Tous les nombres ne sont pas des carrés ou des cubes
parfaits, c’est-A-dire n’ont pas des racines carrées ou
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cubiques qu’on puisse exprimer cxactement : 19, par
exemple, se trouvant entre 16, qui est le carré de 4, et
25, qui estle carré de 5, a pour racine un nombre com-
Ppris entre 4 et 5, mais qu’on nc saurait assigner exacte-
ment,, méme avec le secours des fractions : ¢’cst un incom-
mensurable.

De méme, 89, se trouvant entre 64, qui est le cube
de 4, et 125, qui est celui de 5, a pour racine cubique un
nombre compris entre 4 ct 5, mais qu’on ne saurait non
plus assigner exactement. On trouvera dans les Eléments
d’ Algebre , des méthodes pour approcher aussi prés qu'on
voudra des racines carrées et des racines cubiques des
nombres qui ne sont pas dcs carrés ou des cubes parfaits.

(Les trois articles suivants doivent étre étudids avant

le n° 58.)

HI. Lorsque deux proportions ont un rapport com-
mun, il est visible qu'on peut mettre ¢n proportion les
deux autres rapports, parce qu’ils sont égaux a celui qm
est commun.

Silona
A:B

::C:
E:F:C:

N D,
: D

’ N

il en résultera nécessairement
: A:BIE:F.

Lorsque deux proportions ont les mémes antécédents,
on peut mettre les conséquents en proportion; car si l’on a
A:B:C:D,

A:E::C:F,
en changeant les moyens de place, ces proportions de-
viendront

A:C::B:D,

A:C:.E F,
et ’on en conclura

B: D

:F,
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ce qui revient a
B.E:D:F.

IV. On peut faire encore dans les proportions d’autres
changements que les transpositions de termes, qui ne
troublent pas I'égalité du produit des extrémes avec celui
des moyens.

1°. Si au conséquent d’un rapport on ajoute son anté-
cédent, et que I'on compare cette somme a I'antécédent,
celui-ci y sera contenu une fois de plus qu'il ne Iétait
dans le premier conséquent ; le nouveau rapportsera donc
égal au rapport primitif augmenté de l'unité. Si I'on fait
la méme opération sur les deux rapports d'une propor-
tion, il en résultera évidemment deux nouveaux rapports,
égaux entre eux, et, par conséquent, une nouvelle pro-
portion. :

Soit, par exemple, la proportion

§:6::12:18;
on aura
¢ 64+4:4:18+12:12,
ou

10:4:: 3012, .

2% Si du conséquent d'un rapport on retranche I'an- -
técédent, et que 'on compare la différence a 'antécédent,
celui-ci y sera contenu une fois de moins que dans le pre-
mier conséquent : le nouveau rapport sera donc égal au
rapport primitif diminué de I'unité. Si I'on fait la méme
opération sur les deux rapports d’'une proportion, il en
résultera deux nouveaux rapports égaux entre eux, et,
par conséquent, une nouvelle proportion. '

De la proportion

4:6::12:18,
on déduira ainsi
6—4:4:18—12:12,
ou
214610
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Pour une proportion entre des grandeurs quclconques,
désignées par des lettres,
A:B::C:D,
on aura par les changements ci-dessus,
B+A:A::D+C:C,
B—A:AID—C:C.
Si I'on change les moyens de place dans ces derniéres,
il viendra
B+A:D+4+C:tA:C,
B—A:D—C::A:C;
mais par le méme changement, la proportion
A:B::C:D
donne aussi
A:C::B:D,

et puisque les rapports A : C, B : D sont égaux, on en

conclura
B+A:D+C::A:Cou::B:D,
B—A:D—C::A:Cou::B:D

’
résultat qui s’énonce ainsi :

Dans une proportion quelconque, la somme ou ka
différence des deux premiers termes est a la somme ou a
la différence des deux derniers, comme le premier est
au troisiéme , ou comme le deuxiéme est au quatriéme

De plus, les deux rapports A:C ou B:D étant
communs aux deux derniéres proportions ci-dessus, il
en résulte que les autres rapports des mémes proportions
sont égaux, et que, par conséquent,

B+A:D+C::B—A:D—C,
ou, en changecant les moyens de place,
B+A:B—A.:D+C:D—C;

c'est-a-dire que la somme des deux premiers termes
GEOMETRIE, 16° édit. d
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d'une proportion est & leur différence, comme la somme
des deux derniers est a leur différence.

Par exemple ,

64+4:6—4::18412:18— 12,
ou
10:2:.: 30:6.
Lorsque la proportion
A:B::C:D
est changée en
.A:C::B:D,
A et B sont les antécédents, C et D les conséquents, et
les proportions
B+A:D+C::A:Cou::B:D,
B—A:D-—-C::A:Cou::B:D
répondent a I'énoncé suivant :

La sommme ou la d_tﬁ'érence des antécédents d’une pro-
portion est & la somme ou & la différence des consé-
quents comme un antécédent est & son conséquent.

On en déduit : La somme des antécédents est & leur
différence comme la somme des conséquents est & leur
différence.

Si I'on a une suite de rapports égaux

A:B::C:D::E:F,
en ne considérant d’abord que les deux premiers, qui
forment la proportion

A:B::C:D,

on en tire, par ce qui précéde,

A+C:B+D::A:B;
et puisque le troisiéme rapport E : I est égal au pre-
mier A ¢ B, on aura

A+C:B4+D: E:F.
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Si 'on prend la somme des antécédents et celle des consé-
quents dans cette derniére proportion, il en résultera

A+C+E:B4+D+F::E:F ou::A:B.

En suivant la méme marche, quel que fat le nombre
des rapports égaux, ou aurait en dernier lieu : La somme
d’un nombre quelconque d’antécédents est & la somme
de leurs conséquents, comme un antécédent est a son
conséquent.

~ V. Lorsqu’on a deux proportions quelconques

A:B::C:D,
E:F::G:H,

ct qu'on les multiplic par ordre, c'est-d-dire terme a
terme, les produits forment une proportion ou I'on a

AXE:BXF::CXG:DXH.

. . Bx<F
Cela est évident, puisque les nouveaux rapports AxE
DX H

TG Seront respectivement les produits des rapports

primitifs

qui sont égaux.
Si Pon multiplic la proportion

A:B:.:C:D,
par

on aura (II)
ArBC:Dy

d'o il suit qite les carrés de quatre quantités en pro-
portiok _forment une nouvelle proportion.
d.
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En multipliant la proportion
A B C DY,
par
A:B::C:D,
on aura
A B G D,

c'est-a-dive que les cubes de quatre quantités en propor-
tion forment une nouvelle proportion.
(Les deux articles suivants se rapportent au n° 76.)

VI. On considére souvent des grandeurs décomposées
en plusicurs parties, et I'on a besoin de les ajouter, de les
soustraire,, ou de les multiplier dans cet état, c’est-a-dire
de déterminer comment les résultats de ces opérations
sont formés avec les parties des grandeurs proposées:
Voici quelques régles a ce sujet.

1°. Il est évident que si I'on veut ajouter la gran-
deur B — C avec la grandeur A, il fayt écrire A +~ B —C,
puisque ce n’est ni B ni C qu'on se propose d’ajouter
avec A, mais seulement I'excés de B sur C:

M P Q N

D’ailleurs si I'on prend les droites MP, PN et QN pour
représenter les grandeurs A, B et C, on verra que

PQ = PN — QN,
MP + PQ = MP + PN — QN.

2°. Si de la grandeur A opn voulait éter la gran-
deur B—C, il faudrait écrire A + C — B, ou, ce qui
est la méme chose, A — B + C.

En effet, la différence de deux grandeurs ne change
pas lorsqu’on ajoute a chacune la méme grandeur ; or si
Ton ajoute C 4 B— C, il viendra B. En faisant la méme
addition a la grandeur A, on obtient A + C, et la sou-
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straction de B donne alors A +~ C —B:

M p Q N

La figure ci-dessus confirme ce résultat ; car si 'on prend

les droites MN, PN, PQ pour les grandeurs A, B, C,
on a

QN = PN — PQ,
~ MN—QN=MQ=MP-+ PQ;
ct puisque MP = MN — PN, il viendra
MP + PQ = MN — PN + PQ,
résultat qui répond 3 A — B + C.
3°. Le produit de la grandeur A par la grandeur B+ C
cst exprimé par A >< B+ A ><C; car il doit renfermer
autant de fois le nombre A qu’il y a d’unités dans la somme
des nombres B et C, et doit, par conséquent, étre com-
posé de A pris autant de fois qu’il y a d’unités dans B,
plus de A pris autant de fois qu'il y a d’unités dans C,
cequi s'écrit A <X B+ A< C.
4°. Le produit de A par B—C est exprimé par
A>B—A>C;car si I'on représente B— C par D,
on aura visiblement B=D + C, et, par conséquent,
AXB=A>D+A>C : on conclura de la que
AxD=A>B—AXC, ce qui forme la proposi-
tion avancée ci-dessus, puisque D =B — C.

VIL. 11 suit de ce qui précéde, que le carré dun
nombre composé de deux parties renferme le carré de
la premiére, deux fois le prodwt de la premicre par la
seconde, et le carré de la seconde. Le nombre 13, par
cxemple, étant cnvisagé comme égal A 9+ 4, son
carré 169 est composé

du carré de g, ou 81
de2foisg< 4, ou 72
du carré de 4, ou 16

Total. .. .. 16q
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Pour prouver I'énoncé en général , il suffit d’observer
qque le produit de A par B + Célant A< B+ Ax<C, si
I'on fait A = B + C, les produits partiels A><Bect A ><C
deviendront B>< B+ B ><C, et B><C+ C><C; en les
réunissant, on obtiendra le résultat

BXB+BXC+BXxXC+CXxC,
(ui peut s'éerire ainsi ,
B'+ 2B X C+C;

ce qui donne le carré de B + C, conforme a I'énoneé
ci-dessus.

On trouve d'une maniére scmblable que le carré de la
différence de deux grandeurs est composé du carré de la
premiére, moins deux fois le produit de la premiére par
la seconde, plus le carré de la seconde. Le nombre g
étant égal a 13 — 4, par exemple, son carré 81 sera
formé de 169 — 2 fois 4 >< 13 + 16, ce qu'il est aisé de
vérifier.

La démonstration générale de la proposition ci-dessus
se forme en faisant A =B — C, dansle produit de A par
la difiérence B — C; car ce produit étant exprimé par
A><B—A>C, si I'on écrit d’'abord B—C au lieu
- de A, dans les produits A >< B et A >< C, ils deviendront
respectivement

BXB—BXCetBXC—CXC;

et pour retrancher le second du premier, il faudra,
& aprés I'article VI, écrire
BXB—BXC—BXC+CXC,
ce qui revient a
B*— 2BX<C+ C?

ctdonne le carré de B—C, conformément a V’énoncé
ci-dessus.
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Les notions précédentes suffisent pour entendre les
propositions nécessaires de la Géométrie; car on peut,
dans le n® 141, se borner a la solution graphique, et
passer les n° 150, 156, .157, qui ne servent qu’a cal-
culer le rapport de la circonférence au diamétre, qu'on
peut obtenir facilement en Trigonométrie par les sinus
et les tangentes des petits arcs.

(Les articles ci-dessous, qui concernent Uévaluation
des aires et des volumes, autrement, le toisé des surfaces
et des solides, se rapportent a la fin de la premiére par-
tie et a celle de la seconde.)

VIII. Le rapprochement des expressions, ou formules
d’aprés lesquelles se calculent les aires

du parallélogramme (n° 470),
. du triangle (n° 171),
du trapéze (n° 478),
du cercle (n° 187),
enfin, da secteur circulaire (n° 189),

montre que la détermination de toutes ccs aires ne dépend
que d’un produit de deux facteurs, qu'on peut toujours
regarder comme la base et la hauteur, c’est-a-dire les
deux dimensions d’un rectangle équivalent a I'aire cher-
chée. Quand ces facteurs sont exprimés en mesures déci-
males, leur multiplication s’eflectue 4 I'ordinaire; mais
la dénomination des unités du résultat demande quclques
attentions. '

Soit pour exemble un rectangle de 49™,54 dec base sur
15™,27 de hautear ; en multipliant ces deux nombres,
on trouve 756,4758. L’unité dc ce nombre est le carré
ayant un métre de coté, qu'on nomme aussi le méere
carré ; lesfractions décimales en sont toujours la dixiéme,
lacentiéme, la milli¢me, etc., partie. La mesure ci-dessus
pourrait donc s'énoncer ainsi : 756 métres carrés et
4758 dix-milliémes de métre carré; mais plus ordinai-



LVI SUPPLEMENT
rement on fait correspondre les subdivisions du métre
carré avec celle du métre linéaire, et alors on doit obser-
ver que : '

‘Le métre carré contient 100 carrés d'un décimétre de
coté, ou cent décimétres carrés ;

Le décimétre carré contient 100 carrés d'un centimétre
de cd1é, ou 100 centimétres carrés; et ainsi de suite.

C’est donc les centiémes du métre carré qui expriment
les décimétres carrés, les dix-milliémes qui expriment
les centimétres carrés, les millioniémes qui expriment les
millimétres carrés. D’aprés cela, le nombre 756,4758
s’énonce

756 métres carrés, 47 décimétres carrés, 58 centimétres carrés. -

On juge par la qu'il n’est pas permis de confondre.
le 10° du métre carré avec le décimétre carré. La pre-
miére de ces subdivisions ne saurait se représenter par un
carré dont les dimensions soient des nombres exacts,
puisque I'unité n’en contient que 10, et que 10 n’est pas
un carré parfait. :

On peut rapporter commodément le ro° du métre
carré a un rectangle de 1 métre de base sur 1 décimétre
de hauteur; et il en est de méme des fractions décimales
qui suivent et qui désignent isolément des rectangles
de 1 meétre de base sur 1 centimétre, 1 millimétre, etc.,
de hauteur.

Ce n’est qu’en séparant les chiffres de deux en deux, a
partir dec la virgule, qu'on peut énoncer le nombre cn
mesures carrées.

Quand les chiflres décimaux sont en nombre impair,
il faut écrire un zéro a la droite, pour que le dernicr
ordre de décimales soit rapporté a des mesures carrées.

Le rectangle ayant 27 métres de base sur 4™,3 de hau-
teur par exemple, a pour mesure en métres carrés, 116,1.
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En mettant un zéro a la droite de ce nombre, il de-
vient 516,10, et s'énonce 116 métres carrés ct 1o déci-
meétres carrés.

Ce que je viens de dire s’applique également aux divers
ordres d’'unités placés a la gauche dc la virgule; et en
observant que I'are, étant un carré de 10 métres de coté,
renferme 100 métres carrés, que I’hectare renferme
100 ares, le nombre 37549 métres carrés, par exemple,
se décompose en 3 hectares, 75 ares ct 49 métres carrés,
ou centiares.

11 est a propos de fixer le sens de plusieurs expressions
que I’on confond quelqucfois. Que I'on dise un métre
carré ou un métre cn carré, cela revient au méme, puis-
qu'il ne peut étre question, dans les deux cas, que d'un
carré ayant un meétre de coté ; mais il faut soigneusement
distinguer les espaces de 10 métres carrés, et de 10 métres
en carré, par exemple : car I'un indique une aire équiva-
lente & 10 carrés d’'un métre de coté, et 'autre un seul
carré ayant 1o meétres de coté, et comprenant, par consé-

quent, 100 métres carrés.

L'usage des mesures décimales simplific considérable-
ment les calculs’du toisé. Avec les anciennes mesures, le
premier moyen qui sc présente est de convertir chacun
des facteurs, dans les subdivisions de la plus petite espéce
qui soit contenue dans les deux, afin que le résultat soit
exprimé en mesures carrées ayant cette subdivision pour
cbté. S'il y a, par exemple, des lignes dans I'un des fac-
teurs, il faut les réduire tous deux en lignes; le produit
sera des lignes carrées. Pour remonter a des mesures plus
grandes , on observera que

Le pouce carré¢ vaut 12 X 12, ou 144 lignes carrées;
Le pied carré 12X 12, ou 144 pouces carrés;
La toise carrée 6><X 6, ou 36 pieds carrés;

et en divisant successivement par ces nombres, on tra-
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duira le résultat en toises carrées, pieds ct pouces
carrés.

On se servait peu de ce moyen , parce qu’il conduit a
opérer sur de trop grands nombres ; mais on faisait usage
du procédé qui sert a effectuer la multiplication des nom-
bres complexes. Que les deux dimensions a multiplier.
soient, par exemple,

49t5Pigre et 3ot4Pi5Pe,

Si Pon choisit le premier pour multiplicande, onconcevra
d’abord un rectangle ayant 49'5* 7?° de base sur 1'de
hauteur, et qui sera, par conséquent, i celui dont on
cherche la mesure comme 1': 32'4757° (166). Il sera
permis, en conséquence, de regarder le multiplica-
teur 32'4Pi5P° comme un nombre abstrait : or un rec-
tangle de 49'5P'7P° de base sur 1' de hauteur se décom-
pose dans les suivants :

1°. Un rectangle de 49 toises de base sur 1 toise de
hauteur, et contenant 49 toises carrées.

2°. Cing rectangles ayant chacun 1 pied debase sur 1 toise
de hauteur. Ces rectangles se nomment toises-pieds;
il est visible qu’il en faut 6 pour former It toise carrée.

3°. Sept reetangles de 1 pouce de base sur 1 toise de
hauteur. Ces rectangles se nomment toises-pouces; il en
faut évidemment 12 pour former la toise-pied.

En continuant de méme on arriverait, s’il y avait lieu,
aux toéses-lignes, toises-points, qui auraient entre elles
et avec la toise carrée les mémes rapports que les subdi-
visions linéaires qui leur servent de base. Les abrévia- .
tions de ces mesures, en commencant par la toise carrée,
sont

tt., t.pi., t.po., tl., t.pt

Cela posé, I'emploi des parties aliquotes, conformément
aux régles exposées a la fin du Zraité élémentaire
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d’ drithmétique , donne Vopération suivante :

49t.t Ht.pi 7t.pn
32t 4P 5po

98

147
Pour 3¢P 16

lt.pi 5

2
lt.pi 5 2
Pour 6t P° 2 4
1t-po * 2 8
Pour 3pi 2 5 o 64
P 8 1 11 2
Pour 4 2 4 7 8 8rt
T I1 2

Produit total 1634t-* 3t-P 2t-po 3t-1 (ot- Pt

.

Excepté la premiére partie de ce résultat, qui est
exprimée en toises carrées, les autres sont des rectangles;
mais leur conversion en pieds carrés, pouces carrés, etc.,
est facile : car

La toise-pied vaut 6rf >< 1Pi, ou 6 pieds carrés ;
. 1P . , ,
Lateise-pouce vaut T ou ; pied carré, ou 72 pouces earrés;

t.po

. 1 .
La toise-ligne vaut - o 6 pouces carrés ;

. . it! . . .
La toise-point vaut — ou § pouce carré , ou 72 lignes carrées.
12

En multipliant donc respectivement par 6, {, 6, 3,
les toises-pouces, les toises-pieds , toises-lignes et toises-
points du produit obtenu ci-dessus, on trouve 1634 toiscs
carrées, 19 pieds carrés et 23 pouces carrés.

La toise carrée et ses parties ne servaient qu’a la mesure
des petites aires; les champs s’évaluaient en perches et en
arpents. Ces derniéres mesures ont varié suivant le temps
#tles lieux. On trouve,dans les Tables de I'.Zrithmétique,



LX SUPPLEMENT

deux sortes d’arpents comparés avec les nouvelles mesures
agraires , savoir I'arpent des Eaux et Foréts et 'arpent
de Paris. L’un et I'autre étaient composés de 100 perches;
la perche, qu'on aurait dit nommer perche carrée, était
un carré qui, dans Parpent des Eaux ct Foréts, avait
22 pieds de coté, et seulement 18 dans celui de Paris. Le
rapport des perches, le méme que celui des deux arpents,
est celui des carrés des nombres 22 et 18, c’est-a-dire de
484 4324, qui revient a peu prés au rapportde3 a 2.

La perche de Paris ayant 18 pied; , ou 3 toises de cété,
contenait g toises carrées; ct I'arpent du méme lieu,
contenant exactement goo toises carrées, était plus com-
mode que I’'autre. Mais toutes ces mesures sont bien infé-
rieures aux mesures décimales, dans lesquelles on les
transformera facilement au moyen des Tables citées. Et
d’ailleurs, en convertissant en métres et parties déci-
males du métre les dimensions de la mesure proposée,
leur produit donnerait le rapport dc cette mesure au
métre carré. '

Il n’est question, dans ces éléments, que des figures
termindes par des lignes droites ou par des circonférences
de cercle ; mais les formules citées au commencement de
cet article servent aussi, dans la plupart des cas de la
pratique, au toisé des aires enveloppées par des lignes
courbes , parce qu'en partageant ces lignes courbes en -
petites portions sensiblement droites, on rameéne la
figurc proposée a un polygone rectiligne.

1X. Les expressions des volumes

du prisme (n° 260),

de la pyramide (n° 262),

du prisme triangulaire tronqué (n® 26'5) ,
du cone (n° 278),

du cylindre (n° 283},

ct de la sphére (n*s 504-306), .
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étant toutes composées du produit d’une aire par une hau-
teur, dépendent nécessairement d'un produit de trois
facteurs, puisque l'aire en contient deuxs et ce produit
revient A 'expression d’un parallélépipéde rectangle (257)
équivalent au corps proposé. C’est dans ce sens qu’on dit
qu’un volume quelconque est le produit de 3 dimensions.
Leur multiplication se fait a 'ordinaire, quand elles sont
exprimées en mesures décimales; et le résultat est com-
posé d’un nombre entier et de parties décimales d’un cubc
ayant pour c6té I'unitg linéaire.

Je prends pour exemple un parallélépipéde rectangle,
dont les dimensions sont 49™,54, 15™,27 et 8™,5. Le pro-
duit 6430,0443 de ces nombres fait voir que le parallé-
lépipéde proposé contient 6430 cubes de 1 métre de coté,
et 443 dix-milliémes de ce cube.

Les décimales énoncées ci-dessus ne sont rapportées
qu'a P'unité principale, qui est le cube d’'un métre de
cbté, et qu'on nomme aussi métre cube : si on veut les
décomposer en parties qui soient les cubes des parties
décimales de I'unité linéaire, il faut remarquer que

Le métre cube contient 10 X< 10 X 10, ou 1000 décim. cubes;
Le décimétre cube 10 XX 10 XX 10, Ou 1000 centim. cubes,

etainsi des autres; que, par conséquent, ce sont les mil-
limes et les millioniémes du métre cube qui expriment
les décimétres cubes et les centimétres cubes, et, en
général, les décimales prises de 3 en 3, qui répondent &
des mesurées cubiques.

Le résultat 6430,0443 ne renfermant pas un nombre
de chiffres décimaux qui soit multiple de 3, il faut y sup-
pléer par des zéros, et I'écrire ainsi :

6430 ,044300.
De cette maniére, on 'énonce en disant :

6430 métres cubes, 44 décimétres cubes et 300 centim. cubes.
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Il est inutile d’entrer dans de plus grands détails sur ce
sujet; car il sera beaucoup plus commode de s’en teniri
la premiére énonciation, pourvu qu’on ait soin de ne pas
confondre lc 10°, le 100°, ete., du métre cube pavec le
décimétre, le centimétre, ctc., cubes. Les premtiers s
rapportent 4 des parallélépipédes rectangles ayant tous
pour base lc métre carré, et pour hauteur 1 décimétre,
1 centimétre, etc.

Quand, avec les anciennes mesures, on ne voulait
opérer que sur des nombres cntéers, on convertissait
chacun des factcurs du volume cherché dans les subdi-
visions de la plus petite espéce qu'il y eiit dans les wrois;
le produit se trouvait exprimé en cubes ayant cette subdi-
vision pour coté, en lignes cubes par exemple, si Jes
facteurs étaient convertis cn lignes. On parverait ensuite
a des mesures plus grandes , en observant que

Le pouce cube vaut 12 X 12 >< 12, ou 1728 lignes cubes;
Lepiedcube..........covii il .. 1728 pouces cubes;
La toise cube..... 63> 6> 6, ou 216 pieds cubes;

ct cn divisant, tant que cela était possible, par ces
nombres. :

Le plus ordinairement on laissait les facteurs sous leur
forme de nombres complexes. En multipliant deux des
facteurs entre eux , on calculait d’abord en toises carrées,
toiscs-pieds, toises-pouces, etc., I'aire qui devait servir
de base au volume cherché (considéré comme celui d’'un
parallélépipéde rectangle), puis on regardait cetie aire
comme la base d’'un parallélépipéde rectangle ayant
1 toise de hauteur, et étant, par conséquent, au corps
cherché comme P'unité est au troisiéme facteur, qui alors
pouvait étre regardé comme un nombre abstrait. 11 est
visible que :

1°. 1 toise carréc de base sur 1 toise de hauteur forme
un cube d'unc toise de c61é, on une toise cube.



AU TRAITE D'ARITHMETIQUE. LXII

2°. 1 toise-pied, c’est-a-dire un rectangle de 1 toise de
long sur un pied de large étant pris pour base d’un paral-
lélépipéde rectangle de 1 toise de hauteur, ce parallélé-
pipéde a deux arétes contigués de 1 toise, et peut aussi
étre envisagé comme ayant 1 toise carrée de base sur
1 pied de haut; on lui donne pour cette raison le nom de
toise-toise-pied; ce qui s'écrit ¢.t.pi. 11 en faut 6 pour
former la toise cube.

3°. 1 toise-pouce sur 1 toise de hauteur forme de
méme un parallélépipéde de 1 toise carrée de base sur
1 pouce de haut, qu’'on nomme toise-toise-pouce, qui s’in-
dique par ¢.¢. po. Il en faut 12 pour former la toise-toise-
pied.

4°. La méme progression fournit ensuite des toises-
toises-lignes, ou t.t.l, toises-toises-points, ou t.t. pt.

Le volume du parallélépipéde de 1 toise de haut se
trouve ainsi exprimé par un nombre qui se rapporte 4 des
subdivisions assez simples; et il ne s’agit plus que de
multiplier, a P'aide des parties aliquotes, ce nombre par
la hauteur du parallélépipéde proposé.

Voici pour exemple le parallélépipéde rectangle, dont
les dimensions sont

49t 5% 7o, 3at4riSee et 5tobijore,

Les deux premiéres, déja cmployées dans l'article VIII
(page v), donnent pour produit

1634t.t 3tpi gt-po 3t.1 yqgtept,

Un parallélépipéde construit sur cette base et sur une toise
de hauteur contiendrait

,634!.:.; 3t-tepi 5t.t.po Jt.t.l lotct.p!;

multipliant ce nombre par 5' 2 10°, hautcur du parallg-
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lépipéde proposé, on aura le volume de ce dernier,

l634l.t.t 3tt.p gt.t.po Jtet.l jotet.pt

5t opi 1080
8170
Pour att-Pi 1 4
ptetepi 5
Pour 2t-t-p° 10
Pour 3t-t! 1 3
Pour 6%-t-pt 2 6
Qt-t.pt . 10
2t.t.pt 10
Pour 2P 544 5 0 9 3 &
Pour 6pP° 136 1 3 2 3 n
2p° 45 2 5 o 9 %
2 45 2 5 o 9 =
[

Produit total . 8944t.t.t 3Jt.t.pi jtt.po Gtatddl  Jet.pt

Au lieu de %, on peut ajouter une unité aux toises-
toises-points.

Dans la pratique, on a rarement besoin de pousser les
calculs jusqu’aux derniéres subdivisions, comme je Pai
fait ci-dessus, parce que leur valeur est presque nulle; et

» P q presq i
quand il ne s’agit que de déterminer le prix d’un ouvrage,
.1a forme de ces subdivisions est la plus commode. Cepen-
sLlap epen
dant on les réduit quelquefois en mesures cubi ct
quelq ques,
pour cela, il suffit d’observer que

La toise cube contenant 216 pieds cubes,

La toise-toise-pied en contient L& ou 36 ;

La toise-toise-pouce........ 3%, ou 3;

La toise-toise-ligne. ... ... %, ou+, ou 432 pouces cubes
(puisque le pied cube contient 1728 pouces cubes);

La toise-toise-point. ....... 432, ou 36 pouces cubes.

En conséquence, on muliiplie respectivement par les
nombres 36, 3, +, 36, les divers nombres des subdi-
visions indiquées ci-dessus, avec P'attention de multiplier
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par 432 le reste des toises-toises-lignes, si la division
par 4 en laissait un, de compter le produit pour des pouces
cubes, et de I'ajouter a cc que donneront les toises-toises-
points. Le nembre

8gf4tt-t 3t jtet-po §t.t.l JARBLN
trouvé ci-dessus, devient

8944 toises cubes, 113 pieds cubes, 144 pouces cubes.

L’usage des charpenu'ers était de mesurerles bois, non
a la toise cube, mais a la solive, qu’ils établissaient de
6 pouces d’équarrissage sur 12 pieds de longueur, c’est-
a-dire formant un parallélépipéde rectangle dont la base
était un carré de 6 pouces de coté, ct la hauteur 12 pieds.
Cette base, ayant ; pied de coté, contient } de pied carré;
et en multipliant par la hauteur 12, on trouve 3 pieds
cubes pour le volume de la solive. Ce volume:, pris pour
unité, était divisé en 6 parties appelées preds de solive,
dont chacune valait par conséquent ; pied cube, ou
864 pouces cubes. Le picd de solive se divisait encore en

12 parties appelées pouces de solive, et contenant, par
conséquent , chacune 72 pouces cubes.

On voit que les divisions de la solive suivaient la méme
loi que celles de la toise cube en toises-toises-pieds, etc. ;
et la solive entiére, étant de 3 pieds cubes, se trouve la
72° partie de la toise cube. On peut donc, en le multi-
pliant par 72, convertir un nombre dc toises cubes,
toises-toises-pieds, ctc., en solives et parties de solives;
par ce moyen, le toisé des bois ventre dans les régles du
toisé général A trois dimensions. 11 n’était pas difficile non
plus de se former des régles particuliéres pour obtenir
immédiatement le résultat du toisé cn solives.

Mais combien 1'uniformité des mesures nouvelles, qui
raméne tout au métre cube, ou stére, et leur subdivision

décimale, qui rend toutes les opérations semblables 2

GEOMETRIE, 16° ¢dit. p
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celles qui s'effcctuent sur les nombres entiers , sont pré-
férables a ces divers procédés, quelque ingénieux qu’ils
puissent paraitre. En les mettant ici sous les yeux du lee-
teur, en comparaison avec les calculs décimaux, j’ai eu
principalement pour but de rendre plus frappant I'im-
mense avantage de ceux-ci; avantage dont il faut espérer
que sera convaincue la génération future, si son éduca-
tion est bien dirigée sur ce point. Car tant que les ouvriers ®
ne se déferont pas du pied et de la toise qu'ils portent
avee eux, qu'ils s’en serviront pour prendre leurs me-
sures, et qu’aprés avoir fait le calcul suivant ces mesures,
ils auront encore, pour se conformer a la loi, a convertir
les anciennes mesures en nouvelles, il est impossible
qu'ils voient dans le systéme méirique décimal autre
chose qu'une innovation importune. Enfin, il faudrait que
tous ceux qui ont des nombres a prescrire, soit comme
administrateurs, soit comme ingénieurs, choisissent, au-
tant que cela se peut, des nombres ronds en nouvelles
mesures, comme on le faisait dans les anciennes.

Les conversions d'un systéme dans I'autre, devenant de
plus en plus rares, s'effectueraient sans peine par les
Tables dressées depuis longtemps pour cela; et quand on
n’aurait pas ces Tables sous la main, on y suppléerait en
calculant, par ses dimensions exprimées en nouvelles
mesures , la valeur du volume que 'on veut exprimer par
ces mesures. C’est ainsi qu’en formant le cube du nombre
décimal qui exprime la toise par le métre, on aurait Ie
rapport de la toise cube au métre cube.

Le bois de chauffage se mesure en le rangeant dans un
chassis ou membrure ; et le tas prend la forme d’un paral-
1élépipéde rectangle qui a pour base I'aire de cette mem-
brure, ct pour hauteur la longueur des biiches. La mem-
brure qui déterminait 'ancienne corde avait 8 pieds de
long sur 4 pieds de haut, et, par conséquent, 32 pieds
carrés de surface. La longucur des buches étant de 4 pieds,
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la corde de bois contenait 128 pieds cubes; et, par ce
nombre, on en calculerait sans peinc le rapport avec le
métre cube, ou stére.

Quand les mesures ne sont pas des parallélépipedes,
mais des cylindres, comme I’étaient les litrons, les bois-
seaux, comme le sont les litres, leur volume se calcule
au moyen des expressions propres a cette forme de corps.

OBSERVATION.

Dans la forme de raisonnement adoptée pour I'exposi-
tion des Eléments de Géométrie :

Un axiome est une vérité évidente par clle-méme;

Un théoréme, une proposition a démontrer;

Un corollaire, une conséquence d'une proposition déja
démontrée;

Un probléme, une question a résoudre.

Une pfoposition qui ne sert que de préparation 4 une
autre se nomme aussi lemme ;

EtFon donne aux remarques le nom de scolies.

Il est 4 propos d’observer qu’'un théoréme renferme deux
parties, savoir : Uhypothése, et la conclusion, qui en est
Ja conséquence. Il n’est pas toujours possible de renverser
I’énoncé : c’est-a-dire qu'en prenant la conclusion pour
hypothése, on n’a pas toujours pour conclusion néces-
saire 'hypothésc primitive; et cela, parce que la conclu-
sion primitive convient quelquefois 4 un plus grand
nombre de cas que I'hypothése. De la vient la nécessité
de démontrer les propositions inverses , lorsqu’on veut
en faire usage.






ELEMENTS

DE

GEOMETRIE.

Notions générales sur I'étendue.

1. L’espace que les corps occupent a trois dimensions,
que l'on désigne par les noms de longueur, largeur et
profondeur ou épaisseur.

Un corps ne saurait étre privé de 'une de ces dimen-
sions sans cesser d’exister; les limites qui le terminent,
sans lesquelles il ne peut étre congu, et qui n’ont point
d’épaisseur, sont des surfaces. -

Quand un corps présente plusieurs faces, chacune a,
dans le lieu ou elle se joint 4 une autre, ses limites, qui
n’ont ni épaisseur ni largeur, et qu'on nomme Zignes.

Enfin, ces derniéres ont elles-mémes, aux endroits ou
elles se rencontrent , leurs limites ou leurs extrémités, qui
n’ont ni épaisseur, ni largeur, ni longueur, et qui s’ap-
pellent points.

L’existence de ces diverses espéces de limites ne peut
étre révoquée en doute, puisque ce n’est que par leur
moyen que nous jugeons de la figure des corps. Nous les
considérons, par la pensée, chacune en particulier, en
faisant abstraction d’une ou de deux des dimensions du
corps, qui d’ailleurs ne sauraient étre anéanties; car,
comme nous ne pouvons que modifier les formes de la

matiére , nos opérations s’eflectuent toujours sur des corps,
ckomiTriE, 16° édit. 1
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et Jamais sur des surfaces, des lignes ou des points; mais
leur résultat s’éloigne d’autant moins de celui du raison-
nement, que nous apportons plus de soin a diminuer les
dimensions étrangéres a celles de la limitc que nous avons
considérée sur le corps. Par le raisonnement, nous attei-
gnons cette limite; par le calcul, nous pouvons en appro-
cher indéfiniment, tandis que I'exactitude des opérations
mécaniques trouve ses bornes dans 'imperfection inévi-
table des instruments.

2. Parmi les lignes, celle qui s’offre la premiére est
la ligne droite, dont on donne unc idée nette dés qu'on
énonce que cest le plus court chemin pour aller d’un
point a un autre.

Dans cctte idée se trouve aussi comprise la possibilité
de prolonger la ligne droite indéfiniment au dela de cha—
cun des termes qu'on lui a d’abord assignés, et I'impossi-
bilité de le faire de plusieurs maniéres.

Il est évident qu’il n’y a qu'une seule ligne droite :
toute ligne qui n’est pas droite, ou composée de plusieurs
lignes droites, est courbe, et I'on sent qu’il doit y avoir un
nombre infini de lignes courbes.

Parmi les différentes surfaces qui terminent les corps,
on remarque d’abord le plan ou la surface plane, qui
différe de toute autre en ce qu'on peut y appliquer exacte-
ment ou y tracer une ligne droite dans tous les sens; il ne
peut y avoir qu'une seule espéce de plan.

Toute surface qui n’est pas plane ou composée de plu-
sieurs plans est courbe, et le nombre des surfaces courbes
est infini.

Jexposerai successivement les propriétés les plus re-
marquables des lignes, des surfaces et des corps, en me
bornant a celles qu'il est indispensablement nécessaire de
connaitre pour étudier avec fruit les diverses branches
des Mathématiques pures et appliquées.

—————
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PREMIERE PARTIE.

SECTION PREMIERE.

DES PROPRIETES DES LIGNES DROITES ET DES LIGNES
CIRCULAIRES.

N. B. — Pour toute ceitc premiére partie, les lignes représentées
daus les figures sont situées dans un méme plan.

Définitions et motions préliminaires.

3. On ne considére, dans les éléments dec Géométrie,
que deux espéces de lignes, savoir: la ligne droite, ou
simplement la droite, qui est lc plus court chemin pour
aller d’un point & un autre, et la circonférence du cercle,
ou la ligne circulaire, dont tous les points, situés sur le
méme plan, sont également éloignés d’un autre point pris
dans ce plan, et qu'on nomme le centre.

AB ( fig. 1) est une droite. 1l est évident (2) que rien
ne s’oppose a ce qu'on prolonge indéfiniment la droite AB
en deca du point A et au dela du point B, et qu’elle sera
déterminée par deux autres quelconques de ses points,
C et D, aussi bien que par les points A et B, c’est-a-dire
que si I'on proposait de joindre par une droite les points
C et D, le trait passerait sur la ligne AB.

ABEA ( fig. 2) est une circonférence de cercle dont le
centre est en O. Les droites AO, BO, CO, qui mesurent
la distance des points quelconques A, B, C de cette der-

-mi¢re ligne au centrec O, ct qui sont toutes égales, se
nomment les rayons du cercle; une partie quelconque de
sa circonférence se nomme arc; enfin I'on entend par le

I.
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cercle la portion du plan terminée de toutes parts par la
ligne circulaire.

11 est visible que pour trouver tous les points qui sont
a une distance donnée ao du point O, il suffit de décrire
de ce point comme centre, ct avec un rayon égal a ao,
unc circonférence de cercle.

Cela posé, je considérerai d’abord les lignes droites.

4. Mesurer la distance de deux points ou la longueur
d’une droite, c’est chercher combien de fois cette droite
en contient une autre, prise pour unité, ce qui se fait en
portant la seconde sur la premiére autant qu'il est pos-
sible; et si I'on trouve un reste, il faut ticher d’évaluer
ce reste en fraction de la seconde ou de I'unité.

En général, mesurer une ligne par une autre, c’est
chercher le rapport de ces deux lignes, ou chercher s’il
n'y a pas une ligne plus petite qui soit contenue un
nombre exact de fois dans I'une et dans l'autre, et qui,
par conséquent, soit la commune mesure de toutes deux.
Cette recherche est donc , par rapport aux lignes , ce qu’est
celle du commun diviseur a I’égard des nombres.

PROBLEME.
8. Deux droites étant données, trouver leur commune
mesure, ou au moins le rapport approché de Uune a
lautre. .

Solution. — Soient AB et CD ( fig. 3) ces deux droites;
on portera la plus petite CD sur la plus grande, autant de
fois qu’elle pourra y étre contenue; on trouvera qu'elle y
cst trois fois depuis A jusqu’en E, avec un reste EB; en
sorte que I'on aura

AB = 3CD + EB.
On portera cnsuite sur CD le reste EB, qui s’y trouvera
contenu quatre fois avec un second reste FD, ce qui

donnera
CD = 4EB + FD.
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On portera ce second reste sur EB, et comme il sera
contenu une fois de E en G, avec un troisiéme reste GB,

on aura
EB = FD + GB.

Enfin, GB étant porté sur FD, et s’y trouvant trois fois,
il viendra, pour dernier résultat,

FD = 3GB.

En remontant de la valeur de FD a celle de EB, de celle-ci
a celle de CD, et de cette derniére a celle de AB, on trou-
vera successivement

FD=3GB, EB=4GB, CD=19GB, AB=G61GB;

d’ou I'on voit que le dernier reste GB est la communc
mesure des droites AB et CD; et puisqu'il est 61 fois dans
la premiére et 19 fois dans la seconde, il s’ensuit que ces
droites sont entre elles dans le rapport de 61 a 19.

Rien ne doit étre plus facile maintenant que d’appli-
quer ce procédé a tout autre exemple. La comparaison des
restes successifs doit éire poussée jusqu’a ce qu'on en
trouve un qui soit contenu un nombre exact de fois dans
celui qui le précéde, ou qui soit tel, que le reste qu’il
pourrait laisser dans cette opération échappe aux sens par
sa petitesse. C’est ainsi qu’on parviendra toujours a un
résultat au moins approché.

6. 1l est évident qu’'une droite n’en peut rencontrer
une autre qu’en un seul point (3).

7. L'espace indéfini BAC ( fig. 4) compris entre deux
droites qui se coupent en un point A, et que I'on peut
concevoir prolongées autant qu’on le voudra, se nomme
angle. Quoique cet espace ne soit pas fermé du cdté BC,
il est néanmoins bien distingué du reste du plan par les
limites AB et AC: Deux angles peuvent différer entre eux

¢ a cet égard; la droitc AD, par exemple, fait évidemment
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avec AB un angle plus grand que celui que font entre
elles les droites AB ct AC.

On désigne ordinairement un angle par trois lettres, en
mettant au milieu celle qui occupe le point ou les deux
lignes sc coupent, point qu'on nomime le sommet de I'an-
gle. L'angle formé par les droites AB et AC est ’angle
BAC. Quand il n'y a qu'un seul angle dans un point,
comme en a par exemple, on peut ne mettre que la lettre
du sommet, ct dire ’angle a.

8. Deux angles sont égaux lorsqu’étant posés I'un sur
Pautre, ils se recouvrent parfaitement. L’angle bac sera
égal a I'angle BAC si, la droite ab étant posée sur AB de
maniére que le point a soit sur le point A, I'autre droite ac
tombe sur AC. Il n’est pas nécessaire, pour que I'égalité
ait lieu, que les longueurs des lignes AB et ab, AC et ac
soient respectivement égales; car on sent parfaitement
que si, dans les portions Ab’ et Ac’ de leurs longueurs,
les droites AB et AC se confondent avec les droites ab
et ac, il en sera de méme dans tout le reste, lorsqu’on
prolongera celles-ci d’une quantité suffisante (2).

9. La position respective de deux droites dépend de
P’angle qu’elles font entre elles, Parmi toutes les situations
qu'unc droite peut avoir i I’égard d’une autre qu’elle
rencontre, la plus remarquable est la situation perpen-
diculaire. C'est par ce mot que I'on désigne le cas ot une
droite AC ( fig. 5), tombant sur une autre AB, fait avec
cette derniére, prolongée en deca du point A, en AD,
deux angles BAC et DAC égaux entre eux, c’est-a-dire
qu'alors, si I'on plie la figure le long de la ligne AC, la
portion AB de la droite BD doit se coucher sur 'autre
portion AD.

11 est évident que, dans ce cas, la droite AC ne penche
ni vers D ni vers B.

Les angles BAC et CAD sont nommés angles droits.
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Tout angle moindre qu'un droit se nomme angle aigu.
L’angle BAE est un angle aigu.

Tout angle plus grand qu'un droit s¢ nomme angle
obtus. L’angle BAF est un angle obtus.

11 est visible qu'un angle droit doit en couvrir un autre;
que l'angle droit A’B'D’ ( fig. 6), par cxemple, étant
placé sur I'angle droit ABD, doit le couvrir exactement.
En effet, si 'on prend AB = A’B’, et qu'on porte ensuite
la figure A’C’'D’ sur ACD, en faisant coincider les points
A’ et B avec les points A et B, les droites AC et A’C’ se
couvriront parfaitement, puisqu’on n’en peut mecner
qu’une seule entre deux points donnés; et si la ligne B'I)’
ne tombait pas alors sur BD, mais prenaitune position Bd
les angles A'B'D’, D'B'C’, représentés par ABd, dBC,
ne seraient pas égaux et ne seraient, par conséquent, pas
droits.

10. On voit, a I'inspection seule de la fig. 5, que la
somme de tous les angles BAE, EAC, CAF, FAD, qu'on
peut faire du méme cdté d’une droite et autour d’un de
ses points pris pour sommet, équivaut toujours a deux
droits,, en quelque nombre que soient ces angles.

11. Lorsqu'une droite AE tombe sur une autre droite
DB prolongée de chaque cdté du point de rencontre A,
elle fait avec cette autre deux angles EAB et EAD, qui,
réunis ensemble, valent deux droits.

Deux droites BD et EF ( fig. 7) qui se coupent, étant
prolongées au dela de leur point de rencontre A, forment
autour de ce point quatre angles qui sont opposés par l¢
sommet deux a deux, savoir: EAB 4 FAD, EAD a F'AB.

THEOREME.

12. Les angles opposés par le sommet que forment
deux droites en se coupant, sont égaux.

Démonstration. — En cllet, il résulte du numéro pré-
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cédent , que la somme des angles BAE et DAE, placés du
méme coté de la droite DB, est égale & deux droits, et
que celle des angles DAE et DAF, placés du méme cbté
de la droite EF, est aussi égale a deux droits; ainsi, les
angles BAE et DAE réunis équivalent aux angles DAE
et DAF réunis. Retranchant de part et d’autre I'angle
commun DAE, il restera I'angle BAE égal 4 I'angle DAF,
qui lui est opposé par le sommet.

On démontrerait dc méme que I'angle DAE est égal
a BAF.

13. Corollaire. — 11 suit de la proposition précédente,
que’si I'on continue au-dessous de AB (fig. 8) la droite
AC, qui fait avec DB deux angles droits, CAB et CAD,
son prolongement AE fera encore, de I'autre c6té de AB,
deux angles droits, BAE et DAE, puisque ccs angles,
étant opposés par le sommet aux angles CAD et CAB, qui
sont supposés droits , seront eux-mémes droits (9).

11 résulte encore de la que CE étant perpendiculaire
sur DB, DB, l'est aussi sur CE.

Si maintenant on méne par le point A tant de droites
FG, HI, etc., qu'on voudra, il est visible que la somme
de tous les angles BAF, FAC, CAH, HAD, DAG, GAE, -
EAIL, IAB, que ces droites feront entre elles, ne compo-
sera jamais que quatre angles droits.

14. On ne peut enfermer un espace par un nombre de
droites moindre que trois. Cet espace se nomme triangle.
Les lignes qui le terminent se coupent deux a deux, et
forment trois angles : ABC ( fig. 9) est un triangle dont
les cotés sont AB, AC, BC, et les trois angles sont A, B, C.

Les premiéres propriétés du triangle servent de base a
tout ce qui regarde la situation respective des droites : il
faut donc les faire connaitre avant d’aller plus loin.

15. Remarques. — Puisque la ligne droitc AB est le
plus court chemin pour aller du point A au point B, il
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s’ensuit que la somme des deux autres cotés AC et BC du
triangle ABC surpasse AB, et 'on verra de méme que la
somme de deux cdtés quelconques d’un triangle surpassc
toujours le troisiéme.

Mais si I'on prend dans I'intérieur d’un triangle ABC
un point quelconque E, et qu’on tircles droites AE et EB,
la somme de ces droites sera moindre que celle des droites
AC et BC qui les enveloppent. En effet, si I'on tire par
le point E une droite GF qui coupe en méme temps les
deux droites AC et BC, on aura

GF < GC + CF;

d’ou il suit que l¢ contour AGFB sera moindre que la
somme des droites AC et CB. Par la méme raison,

AE < AG +GE, EB<EF—+ FB;
donc

AE + EB < AG + GE + EF + FB,

ou plus petit que le contour AGFB, ct, par conséquent,
a plus forte raison, plus petit que la somme des droites
AC et BC.

On distingue six choses dans un triangle, savoir : trois
angles et trois cotés. Il y a entre ces six choses des rela-

tions nécessaires qui sont contenues dans les propositions
suivantes.

THEOREME.

16. Lorsque deux triangles ont un angle égal compris
entre deux cétés égaux, chacun & chacun, ces triangles
sont égaux dans toutes leurs parties.

Si I'angle C du triangle ABC ( fig. 10) est égal a I'anglc
C' du triangle A’B'C/, et que les cotés AC et BC, qui com-
prennent le premier de ces angles, soient respectivement
égaux aux cotés A'C’ et B'C’, qui comprennent le second,
le triangle ABC sera égal au triangle A’B’C’ dans toutes
ses autres parties; c’est-a-dire que I'angle A sera égal &
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I’angle A’, I’angle B a 'angle B/, et le cdté AB au coté A’B’.

Démonstration. — Si I'on porte le triangle A'C’'B’ sur
le triangle ACB, de maniére que le c6té A’C’ tombe sur
AC, en mettant le point C’ sur le point C, le point A’ se
trouvera sur le point A, puisque A'C'= AC; de plus,
les angles ACB et A’C'B’, étant égaux par I'’hypothése, se
couvriront exactement, et le c6té C'B’ tombera, par con-
séquent, sur le coté CB; enfin, le point B’ tombera sur le
point B, puisque C'B’ = CB. La droite A’B’, ayant ses
deux extrémités sur celles de la droite AB, se confondra
avec elle: le triangle A’B’C’ couvrira donc exactement le
triangle ACB, et lui sera parfaitement égal.

11 est important de remarquer que les cétés égaux, ou
ceux qui se confondent lorsque les deux figures sont posées
P'une sur I'autre, se trouveunt opposés i des angles égaux
dans chacun des triangles; ainsi A’B’, qui se confond
avec AB, est opposé a I'angle C’ égal a I'angle C. 1l en est
de méme dans les propositions suivantes.

17. Corollaire. — Un triangle est entiérement déter-
miné par I'un de ses angles et les deux cotés qui le com-
prennent, puisque, quand deux triangles sont égaux dans
ces parties, ils le sont dans toutes les autres. On peut
encore se convaincre de cette vérité, en observant que
lorsque I'angle C est donné, la situation respective des
cotés AC et CB l'est aussi; et si I'on a de plus leur lon-
gueur, qui fixe les points A et B, on ne peut joindre ces
points que par la seule droite AB, ¢t 'on n’obtient ainsi
qu'un seul triangle ABC.

THEOREME.

18. Lorsque deux triangles ont, chacun & chacun,
un cété égal adjacent a deux angles égaux, ces triangles
sont égaux dans toutes leurs parties.

Si le c6té AB du triangle ABC est égal au coté A’B’
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du triangle A'B'C’, et que les angles CAB et CBA du
premier triangle soient respectivement égaux aux angles
C’A’B’ et C'B’A’ du second, ces deux triangles seront
égaux en tout.

Démonstration. — Pour reconnaitre la vérité de cette
proposition, il faut concevoir que le triangle A’B'C’ soit
posé sur le triangle ABC, de maniére que le c6té A'B’ soit
placé sur son égal AB, savoir : le point A’ surle point A,
et le point B’ sur le point B. Il suit de I'égalité des angles
CAB et C’A'R, que le c6té A'C’ doit tomber dans la di-
rection du c6té AC; de méme, les angles CBA et C'B’A’
étant égaux, le cdté C’ B’ tombera dans la direction de CB,
et le point C’, commun aux deux cdtés C'A’ et C'B/, se
trouvera, par conséquent, sur le point C, commun aux
deux cdtés CA et CB: les deux triangles se couvriront
parfaitement, et seront donc égaux dans toutes leurs
parties.

THEOREME.

[

19. Si les cotés A'B' et B'C/ du triangle A'B'C’ (fig. 11)
sont respectivement égaux aux cétés ABet BC dutriangle
ABC, et que I'angle B', compris entre les deux premiers,
soit moindre que Uangle B, compris entre les deux der-
niers, le c6té A'C', opposé & Uangle B' dans le triangle
A'B'C’, sera moindre que le c6té AC, opposé & Uangle B
dans le triangle ABC.

Démonstration. — En effet, lorsqu’on place le triangle
A’B'C’ sur le triangle ABC, en posant A’B’ sur AB, le .
point C’ ne peut prendre que les trois positions repré-
sentées en C” dans les n® 1, 2 et 3 de la figure.

Par la premiére, dans laquelle il tombe sur le coté AC,
il gat évident que AC’, qui représente A'C’, est moindre
que AC.

"Par la seconde, qui suppose le point C” au dedans du
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triangle ABC, on aurait (15)
AC” + BC” << AC + BC;
d'ou il résulterait encore
AC” ou A'C'<AC,
puisque BC”, qui représente B'C’, est égal a BC par I'hy-
pothése.

Enfin, dans la troisiéme position, le point C” étant
extérieur au triangle ABC, on aurait

AC” < OC” +O0A, BC< OB+ 0C;
d’oir 'on conclurait
AC” 4 BC < OC” + OA + OB + OC,
ce qui revient d’abord a
AC” + BC < AC + BC”,

puisque OC” 4+~ OB = BC”, OA + OC = AC; et retran-
chant ensuite, de part ct daune les l:gnes égales B(..

et BC”, il resterait toujours -

AC” ou A'C'<CAC.

20. Corollaire. — 1l suit de la que deux triangles sont
égaux dans toutes leurs parties, quand les trois cétés de
lun sont égaux aux trois cités de Uautre; car si les
cotés AB, AC, BC du triangle ABC (fig. 10) sont respec-
tivement égaux aux cdtés A’B’, A'C’ et B'C’ du triangle
A’B'C/, I'angle compris entre deux cotés quelconques du
premicr sera égal a 'angle compris cntre les deux cotés
égaux a ceux-ci dans le second. Si, par exemple, 'un des
deux angles B et B’ était moindre quc 'autre, 'un des
cotés AC et A'C’ serait aussi moindre que I’autre (numéro -
précédent), ce qui est contre I'hypothése : donc les tri-
angles ABC et A’B’C’ ont en méme temps leurs cotés et
leurs angles égaux chacun a chacun, ct sont, par consé-
quent, égaux cn tout (16 ou 18).
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PROBLEME.

21. Les trois cotés d'un triangle étant donnés sépa-
rément, décrire le triangle.

Solution. — Soient M, N, P (fig. 12) les trois lignes
données; ayant pris la premiére, M, pour former le
c6té AB, on décrira du point A comme centre, et d'un
rayon égal a la seconde, N, un cercle CDC'; puis, du
point B comme cenire, et d’un rayon égal a la troi-
siéme, P, un autre cercle CEC'. Leurs circonférences se
couperont en deux points, C et C', situés I'un au-dessus
de AB, et I'autre au-dessous. En joignant chacun de ces
points avec les extrémités dc la ligne AB, on formera
deux triangles qui satisferont a la question, puisqu’ils
auront leurs cotés respectivement égaux aux trois lignes
données.

22. Remarques —Si I'on prenait trois lignes au hasard,
il pourrait arriver que les circonférences des deux cercles
décrits ne se rencontrassent pas. Cette circonstance aurait
lieu, 1° dans le cas ou P + N serait moindre que M; en
effet, il est visible, et on le prouvera d’ailleurs dans la
snite, que deux cercles ne peuvent se couper qu’autant
que la distance de leurs centres est moindre que la somme
de leurs rayons; 2° dans le cas ot I'un des cercles embras-
serait I'autre, c’est-d-dire ou 'on aurait

AD>AB-+BF, ou N>M+P.

Ces deux cas sont compris dans la condition générale
que la somme de deux cdtés quelconques d’un triangle est
toujours plus grande que le troisi¢tme, et qu'on peut
simplifier en I'énongant ainsi :

La somme des deux plus petits cétés d’un trzangle est
toujours plus grande que le troisiéme.

En effet, la condition N + P > M doit suffire lorsque
N et P sont moindres que M, puisque, dans ce cas, les
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conditions N+ M >P et P+ M > N sont nécessaire-
ment remplies.

La solution du probléme précédent, qui met en état de
construire un triangle égal a un autre, en faisant usage
des cdtés de ce dernier, oftfre le moyen de faire un angle
égal a un autre.

PROBLEME.

23. Par un point donné pris sur une ligne donnée,

Jaire un angle qui soit egal & un angle donné.

Solution. — Soient ( fig. 13) CAB I'angle donné, A’B’
la droite sur laquelle on veut construire le nouvel angle
qui doit avoir son sommet en A’; je prends sur les cdtés
du premier, a partir du sommet, deux distances AB et AC,
égalesentre elles, et je joins par unedroite les pointsC et B,
ou elles se terminent. Portant ensuite AB de A’ en B/, je
n’ai plus qu’a décrire sur A’B’ un triangle dont les deux
cotés A'C’ et B'C’ soient respectivement égaux a AC et
a BC, ce qui se fait en marquant I’'une des intersections C’
des circonférences des cercles décrits avec les rayons AC
et BC, des points A’ ct B’ comme centres (1). Tirant A'C/,
I’angle C’A’B’ sera égal a I'angle CAB, puisque les tri-
angles CAB et C’A’B’ sont égaux par construction (21).

PROBLEME.

24. Un triangle étant donné, en construire un autre
qui lui soit égal, en employant & la construction de cet
autre un angle du premier et les deux cétés qui le com-
prennent.

Solution. — Si cet angle et ces cotés sont P'angle C et
les droites AC et BC du triangle ABC ( fig. 10), on fera
sur la droite A’C’ un angle C’ égal a C; puis on prendra

(1) Pour simplifier la figure, on n’a point tracé les circonférences
entiéres, comme dans la fig. 12, mais seulement les portions voisines de
Iintersection cherchée. On en usera toujours ainsi désormais,
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sur les cotés A’C’ et C'B’, a partir du point C/, des distances
égales 2 AC et & BC, qui détermineront les points A’ et B/;
joignant ces points par une droite, on formera le triangle
A’C’'B’ égal au triangle ACB, par le n° 16.

PROBLEME.
25. Un triangle étant donné, en construire un autre
qui li soit égal, en employant & la construction de ce
dernier un c6té du premier et les deux angles adjacents.

Solution. — AB étant ce coté, A et B les angles adja-
cents, on prendra sur la droite A’B’ une partie égale a AB,
aux extrémités de laquelle on fera les angles A’ et B/,
respectivement égaux aux angles A et B. Ayant ainsi la
direction des droites A’C’ et B'C’, en les prolongeant
jusqu’a ce qu’elles se rencontrent en.C’, on formera le
triangle A'B’C’ égal au triangle ABC, par le n° 18.

Des ligmes perpendiculaires et des obligues.
THEOREME.

26. Les lignes AC et CB (fig. 14), qui partent d’'un
point quelconque C de la droite CD, perpendiculaire
sur AB, et qui s’écartent également du pied de cette
perpendiculaire, c’est-a-dire du point D ou elles ren-

contrent la ligne AD, sont égales, et celles qui s’en écar-
tent le plus sont les plus longues.

Démonstration. — Puisqu’on suppose que les distances
AD et DB sont égales entre elles, que par la nature de la
perpendiculaire, les angles CDA et CDB sont égaux (9),
et qu’enfin la ligne CD est commune aux deux triangles
ACD et DCB, il s’ensuit que ces triangles ont un angle
égal compris entre des cotés égaux chacun i chacun, et
sont, par conséquent, égaux (16). Donc BC = AC; donc
les lignes AC et BC, qui s’écartent également de la per-
pendiculaire CD, sont égales entre elles.
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Si I'on tire par le point C la droite CE, qui s'écarte plus
de CD que ne le fait CA, qu'on prolonge CI) au-dessous
de AB, d’unc quantité C'D) = CD, et qu’on tire les droites
AC’ et C'E, on aura (15)

CE + C'E>> CA + CA.
Mais les triangles CAD et (C’AD seront égaux, en vertu
dun° 16, puisque les angles ADC et ADC’ sont égaux (13).
que les cotés CD et C'D sont égaux par construction, et
que le coté AD est commun a ces deux triangles; on aura
donc
CA =C'A.
On prouvera de méme que CE = C'E, ct il en résultera
2CE>>2CA ou CE>>CA,

cc qui montre que les lignes qui s’écartent le plus de la
perpendiculaire sont les plus longues.

27. 1°F corollaire. — Les lignes CA , CB, CE se nom-
ment obligues, par rapport a la ligne AB; et I'on dit, en
conséquence, que les obliques qui s’écartent également
de la perpendiculaire sont égales, et que celles qui s’en
écartent le plus sont les plus longues. D’ot il résulte
évidemment que si deux obliques sont égales, elles ne
tombent pas du méme c6té de la perpendiculaire, mais
qu'elles s’en écartent également de chaque cdté de son
pied.

28. 2° corollaire. — 11 suit de 13, 1° que la perpen-
diculaire CD cst la plus courte de toutes les lignes que
I'on peut mener du point C sur la droite AB, et est, par
conséquent, la mesure naturelle de la distance entre ce
point et cette droite;

2°. Qu’elle a tous ses points  égale distance des points
A et B; car si I'on prend sur sa direction un point quel-
conque F, on aura encore

AF = BF;
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3°. Qu'un point quelconque G pris hors de la per-
pendiculaire est inégalement éloigné des points A et B;
carona
BG < BF + FG,
d’ou
BG < AG,
puisque
BF = AF et AG = AF + FG;
4°. Enfin, que d’un point a4 unc droite on ne saurait
tirer trois droites égales.

PROBLEME.
29. Menenr sur la ligne AB (fig. 15) une perpendi-

culaire quila partage en deux parties égales.

Solution. — Des points A et B, pris successivement
pour centre, et avec une ouverture de compas plus grande
que la moitié de AB, on décrira deux arcs de cercle,
CE et CF, qui se couperont en un point C. On fera la
méme chose au-dessous de AB; et joignant les points
C et C’, la droite CC’ sera la perpendiculaire demandée.
En effet, les triangles CBC’ et CAC' sont égaux, comme
ayant tous leurs cotés égaux chacun a chacun (20), puis-
que AC =BC, AC'=BC/, et que CC’ est commun aux
deux triangles : les angles ACD et DCB sont donc égaux
entre eux. Les cotés AC et CD, CB et CD qui les com-
prennent, dans les triangles ACD et DCB, étant respec-
tivement égaux, ces derniers triangles sont égaux par le
n° 16 : donc I'angle ADC est égal a I'angle BDC, et, par
conséquent, droit; et de plus, a causc de AD = BD, le
point D est le milieu de AB.

PROBLEME.

30. Par un point donné D (fig. 16), sur une droite AB,
élever une perpendiculaire a cette droite.

Solution.. — De part et d’autre du point D de la ligne
otoMETRIE, 16° édit, a
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AB, par lequel on veut élever la perpendiculaire, on
prendra des distances égales, AD et BD; et des points
A et B, avec des rayons égaux, on décrira les deux ares
de cercle CE et CF, qui se couperont au point C: ce point
étant joint avec le point D, la ligne CD sera perpendi-
culaire sur AB. En effet, les droites AC et CB étant égales,
ainsi que les parties AD) et BD, les triangles ACD et BCD,
ayant en outre un coté commun, CD, sont égaux, et, par
conséquent, aussi les angles ADC, BDC.

PROBLEME.

31. Par un point donné C (fig. 17), pris hors d’une
droite AB, abaisser une perpendiculaire sur cette droite.

Solution. — Du point C comme centre, et d'un rayon
pris & volonté, mais cependant plus grand que la plus
eourte distance du point C a la droite AB, on décrira un
arc de cercle qui coupera AB aux points A et B; on pren-
dra ensuite ces points pour centres, et avec le méme
rayon on décrira deux arcs de cercles qui, se coupant
en C/, détermineront un second point de la perpendicu-
laire demandée CC’. En effet, les points A et B étant,
par construction , également éloignés du point C, et éga-
lement éloignés du point C’, on prouvera, comme dans
le n° 29, que les angles ADC et BDC sont droits.

THEOREME.

32. D’un point C, pris hors d’'une droite AB, on ne
peut abaisser sur cette droite qu'une seule perpendicu-
laire CD. '

Démonstration. — Les obliques AC et BC déterminées
dans le probléme précédent , étant égales, doivent s’écarter
également de la perpendiculaire (27), qui ne peut passer,
par conséquent, que par le point D, milieu de I'inter-
valle AB; or, par les points C et D, on ne saurait mener
que la seule droite CD, et toutes les obliques qui seront
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égales deux a deux, quelle que soit d’ailleurs leur lon-
gueur, ne pourront rencontrer AB qu’a des distances égales
du point D. En effet, si cela n’était pas pour les obliques
CE et CF par exemple, et que DF > DE, on pourrait
prendre DF’ = DE, et tirer CF’, qui serait égale 4 CE; il
se trouverait alors du méme c6té de la perpendiculaire CD
deux obliques égales, ce qui est impossible (27) : donc

* Parc de cercle que 'on décrirait du rayon CE rencontre-
rait AB en F/, et, par conséquent, la perpendiculaire CD
est unique.

Quand le point d’ou I'on doit mener la perpendiculaire
est pris sur la ligne proposée, le théoréme est évident (9).

33. 1°* corollaire. — 11 suit de la que deux droites
DE et FG, perpendiculaires 2 une méme droite AB ( fig.18)
ne se rencontrent point, quelque prolongées qu’on les
suppose, soit au-dessus, soit au-dessous de cette droite;
car, si elles se rencontraient, on pourrait, du point ou
elles se coupent, abaisser deux perpendiculaires sur la
droite AB, ce qui est absurde.

34. 2° corollaire. — 1l suit encore de la méme propo-
sition: 1°. Que deux triangles ABC, A'B'C’ ( fig. 19) qui
ont chacun un angle droit, I'un en A, I’autre en A’, sont
égaux lorsque leurs cotés BC et B'C’, respectivement
opposés aux angles droits, ainsi qu'un de leurs autres
angles, B et B’ par exemple, sont égaux.

En effet, si I'on porte le triangle A’B'C’ sur le triangle
ABC, en plagant I'angle B’ sur I'angle B, le coté B'C’
couvrira exactement son correspondant BC; le coté A’B’
tombera dans la direction de AB; et si le coté A’C’, dont
Pextrémité C’ se trouve sur le point C, ne s’appliquait
pas exactement sur AC, il s’ensuivrait que 'on pourrait
abaisser du point C dcux perpendiculaires sur AB, con-
fondue maintenant avec A'B’, quant a sa direction.

2°, L’égalité des mémes triangles aurait encore licu,

2.



20 ELEMENTS

si les cotés AC et BC étaient respectivement égaux aux
~ cdtés A'C’ et B'C’; car, en posant un de ces triangles sur
Pautre, de maniére que A'C’ fiit sur AC, le coté A’B
tomberait sur AB, parce que les angles BAC et B'A'C’
sont égaux comme droits; alors les c6tés BC et B'C’ deve-
nant des obliques égales, placées d'un méme coté de la
perpendiculaire AC, s’en écarteraient également, et tom-
beraient, par conséquent, I'un sur I'autre.

35. Remarques. — Le premier des cas d’égalité, dé-
montré ci-dessus par rapport aux triangles qui ont un
angle droit, a lieu également par rapport aux triangles
quelconques, qui sont égaux dés qu’ils ont deux angles
égaux chacun a chacun, et un cdté égal opposé au méme
angle dans I'un et dans 'autre ; mais ce cas n’est pas né-
cessaire pour ce qui suit, et il résulte d’ailleurs d’une
proposition démontrée plus loin (51).

Il n’en est pas de méme du second. Si, dans les triangles
ABC et A'B'C’ (fig. 20), on a A=A’;, AC=AC/,
BC = B’C’, que I'angle A soit aigu, et que AC surpasse
CB, on n’en pourra pas conclure que ces triangles soient
égaux ; car, ayant abaissé , dans le triangle A’B'C’, la per-
pendiculaire C'D)’, on trouvera de chaque cdté de cette
perpendiculaire deux obliques C'B’ et C'B?, égales entre
elles. Les triangles C'A’B’ et C’A’B’, entre lesquels 'angle
A’ et le coté A’C’ sont communs, rempliront donc les
conditions données; mais il n’y en a qu'un qui soit égal
au triangle ABC, celui dans lequel ’angle B’ est de méme
espéce que I'angle B, c’est-a-dire aigu, dans le cas de la
figure. 11 est d’ailleurs visible que I'angle C'B”A’ est -
obtus, puisqu’il repose sur la méme droite que I’angle
C'B"B'=C'B'B".

THEOREME.

36. Lorsque deux cétés d’'un triangle sont égaux, les
angles opposés a ces cdtés sont égaux ; et lorsqu’ils sont
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inégaux, le plus grand des deux est opposé au plus
grand angle.

:eDémonstration. — Si, dans le triangle ABC ( fig. 21),
les c6tés AB et BC sont égaux entre eux, la perpendi-
culaire abaissée du point B sur le c6té AC, passant par
le milieu D de ce coté (32), partagera le triangle ABC en
deux autres, qui seront égaux entre eux (16), puisque
I'angle droit BDA de I'un sera compris entre les cotés
‘AD et BD, respectivement égaux aux cdtés DC et BD,
qui comprennent I'angle droit BDC de I'autre : I'angle A
sera donc égal a I'angle C.

A Yégard du triangle ACE, dans lequel les cotés AF
et EC sont inégaux, il est évident que le point E, ou se
coupent ces deux cotés, doit tomber hors de la perpendi-
culaire BD, vers celle des extrémités de AC dont il est le
plus prés (28), et, par conséquent, dans I'angle FDC.
Cela posé, en tirant BC, on formera le triangle ABC,
dont les angles BCA et BAC seront égaux, d’aprés ce qui
précéde, puisque les cotés opposés AB et BC le seront
comme des obliques qui s’écartent également de la per-
pendiculaire; mais, 'angle BCA étant intérieur al'angle
ECA, il s’ensuit que ce dernier, opposé au coté AE, sur-
passe I’angle EAC, opposé au c6té EC plus petit que AFE.

37. Corollaire. — 11 suit de la que si deux angles d’un
triangle sont égaux entre cux, les cotés opposés a ces angles -
sout égaux entre eux; car, s'ils étaicnt inégaux, I'angle
opposé au plus grand des deux serait plus grand que 'autre
angle , ce qui est contre I’hypothése.

Les mémes raisonnements prouvent aussi que quand
deux angles sout inégaux, le plus grand des deux cdtés
est celui qui est opposé au plus grand des deux angles.
puisque I'inégalité des angles entraine celle des cotés, et
que quand deux cdtés sont inégaux, I’angle opposé au plus
grand coté est toujours le plus grand.
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Enfin, quand les trois cdtés d’'un triangle sont égaux,
les trois angles sont égaux, et réciproquement.

38. Les triangles dont les cotés sont inégaux se nommept
scalénes; ceux qui ont deux cdtés égaux se nomment dso-
céles; et ceux dont les trois cotés sont égaux se nomment
équilatcraux.

Des lignes paraliéles.

39. Deux droites qui, quoique situées dans le méme
plan, ne se rencontrent pas, sont dites paralléles entre
elles.

Deux droites, DE et FG ( fig. 18), perpendiculaires
a une méme droite AB, sont donc paralléles entre

elles (33).

40. Remarque. — Tout ce qu’on va lire repose sur la
vérité des propositions suivantes, dont I'évidence semble
tenir immédiatement a la notion que nous avons de la
ligne droite : 1° Si, parle point D ( fig. 22), on méne une
droite HH', qui fasse avec la ligne DB un angle HBB,
moindre que le droit EDB, ou qui soit inclinée vers la -
partie FG de la droite GG’ perpendiculaire sur AB, elle
rencontrera GG’ lorsqu’elles seront suffisamment prolon-
gées I'une et I'autre au-dessus de AB. 2° Si, par le méme
point D, on méne la droite IT, qui fasse, avec DB, I’angle
IDB plus grand que le droit EDB, comme elle fera aps
dessous de AB, I'angle I'DB moindre que le droit K/ DB
elle inclinera vers la partie FG’ de la droite GG’ et ren-
contrera, par conséquent, cette droite prolongée suffi-
samment au-dessous de AB.

De la résulte cette proposition, I'un des fondements de
la théorie des paralléles : Une droite qui est perpendi-
culaire & une autre est rencontrée par toutes celles qui
sont obligues sur cette qutre; et il n’y a, par couséquent,
sur un plan, quc les droites perpendiculaires & une
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méme ligne qui ne se rencontrent pas ou qui soient

paralléles entre elles (1).

(1) Clest dans la difficulté de prouver immediatement cette proposition
que réside imperfection de la théorie des paralidies. Beaucoup d’auteurs
ont fait, pour en venir i hout, des efforts inutiles, et d’autres, comme
Bezout, ont dissimulé le vice du raisonncment, ce qui me semble con-
traire au devoir rigoureux que s’impose tout auteur d'ouvrages élémen-
taires, de ne donner jamais que des notions exactes, et surtout d’en faire
connattre avec soin I'origine. J"ai jugé convenable de mettre en évidence ce
point délicat en formant, a ’exemple d’Euclide, une demande, mais quo
je crois plus aisé & accorder que la sienue, parce qu’elle présente la diffi-
culté réduite 2 ses moindres termes. (Voyes, dans les Essais sur I’Ensei-
gnement, le paragraphe des Eléments de Géométrie.)

Plusieurs géomaétres ont essayé de prouver la vérité de cette demande,
soit directcment, soit en transposant la difficulté; presque tous sont
tombés dans de trés-grandes longueurs ou dans Pinconvénient de com-
pliquer, par des raisonnements obscurs, des propositions dont la preuve
directe est extrémement simple. On doit cependant cxcepler de ce reproche
la démonstration donnée par Bertrand , de Genéve; elle m’a paru la plus
simple et la plus ingénieuse de toutes celles que je connais. En voici le
fond.

Il est d’abord évident que si I'on ajoute un angle quelconque edh un nom-
bre suffisant de fois & lui-méme , comme le montre la fig. 23, en hdh', h'dh",
K"dh"™, k™dh"", on parviendra toujours & former un angle total edh’”’ plus
grand que I’angle droit cdb; mais si 1'on éléve sur la droite DB les perpeu-
diculaires DE et FG, prolongées indéfiniment , on formera une bande indé-
finie EDFG, qui ne saurait remplir I'angle droit EDB, quelque nombre de
fois qu’elle soit ajoutée 2 elle-méme. En effet, si 'on prend FK = DF,
et qu’on éléve KL perpendiculaire sur AB, que I'on plic ensuite la figure
lelong de FG, 1a bande EDFG couvrira exactement la bande GFKL; car
les angles GFD, GFK étant droits, la partie DF tombera sur FK; et
comme DF = FK par construction, le point I) se placera sur le pointK;
de plus, Pangle FKL étant droit aussi bien que EDF, la ligne DE se
placera sur KL. Cela posé, puisqu'on peut prendre sur la droite indé-
finie DB autant qu’on voudra de parties égales & DF, sans arriver a son
terme, on formera un nombre aussi grand qu’on voudra de bandes égales
4 EDFG, sauns pouvoir couvrir Pespace indéfini compris entre les deux
cdtés de I'angle droit EDB. 11 suit de 12 que, considérées relativement &
leurs limites latérales, la surface de I'angle edh est plus grande que celle
de la bande EDFG. Si donc on construit dans cette bande, sur la droite
ED, un angle EDH égal 2 edh, il ne pourra demeurer contenu entre les
lignes ED et FG : son c6té DH coupera nécessairement la droite FG.

Pour sentir la force de cette démonstration, il faut bien eoncevoir que,
lorsqu’on applique Pangle droit cdb sur P'angle droit EDB, ces deus sur-
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THEOREME.
M. Lorsque deux droites DE et FG (fig. a4) sont
paralléles, toutes les droites, telles que LM, qui sont

perpendiculaires sur l'une, le sont en méme temps sur
Lautre.

Démonstration. — Supposons que cela n’ait pas lieu,
et que LM, perpendiculaire en M sur FG, ne le soit pas
en L sur DE; on pourrait élever alors par le point L
sur LM une perpendiculaire qui serait différente de EL,
et a laquelle EE serait intérieure ou extérieure, par rap-
port a FG. D’apres la proposition du n° 40, EL devrait
donc rencontrer GM, ce qui ne saurait arriver, puisque
les droites DE et FG sont paralléles : on ne peut donc pas
élever sur LM, parle point L, une perpendiculaire diffé-
rente de EL. Ainsi, LM est perpendiculaire a la fois sur
DE et sur FG.

42. Corollaire. — 11 suit du théoréme précédent, que
deux droites paralléles 2 une troisi¢me sont aussi paral-
léles entre elles. En effet, toute ligne perpendiculaire sur
celleci le sera aussi sur les deux premiéres, qui, se trou-
vant par la perpendiculaires 4 unc mnéme droite, ne pour-
ront se rencontrer, et scront, par conséquent , parali¢les
entre elles.

faces doivent toujours coincider entre leurs limites latérales de et db, DE
et DB, quelque loin qu'on les prolonge: alors on verra que, si les angles
construits dans les bandes n’en sortaient pas, ils laisseraient un vide in-
défini aprés la derniére bande, et un autre dans chaque bande; mais
celui-ci, qui a toujours lieu prés de leur sommet, est plus que compenaé
par les espaces qui leur deviennent communs quand ils sont sortis des
bandes, parce que leurs cOtés se croisant, ils se recouvrent en partie : tel
est ’espace MNO, commun aux angles EDH, GFH'. Avec cette explica-
tion, il ne doit rester, & ce que je crois, aucun doute fondé sur ce que
I'infini entre dans les considérations préccdentes; car il ne s’agit que de
concevoir qu’il est toujours possible de placer dans I’angle droit un nombre,
de bandes qui surpasse un nombre donné, quelque grand que soit ce
dernier.
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THEOREME.
43. Lorsque deux droites DE et FG, paralléles entre
elles (fig. 25), sont coupées par une droite quelconque
IH, les angles ELI et GMI, gu’elles font avec cette der-

niére, d’'un méme c6té, U'un en dedans, I'autre en dehors,
sont égaux entre eux.

Démonstration. — Si du point K, au milieu de LM,
on abaisse sur I'une des droites DE, FG, la perpendi-
culaire DF, cette figne sera en méme temps perpendi-
culaire sur I'autre (41). Les triangles DLK , KFM seront
égaux (34), parce que les c6tés LK et KM, respective-
ment opposés aux angles droits D et F, sont égaux par
construction , et que, de plus, les angles DKL et MKF le
sont aussi, comme étant opposés par le sommet : donc
I'angle DLK ou ELI est égal 8 KMF, et, par conséquent,
a GMI, opposé par lc sommet a ce dernier.

THEOREME.
44. Si deux droites DE et FG font avec une troi-
sitme IH, et du méme cété, par rapport a celle-ci, des

angles égaux, ELI, GMI, lun en dedans, Uautre en
dehors, ces deux droites seront paralléles entre elles.

Démonstration. — Si du point K, milieu de LM, on
abaisse sur DE la perpendiculaire DF, on formera les
triangles DLK et MKF, égaux entre eux (18), parce que,
d'aprés I'hypothése, I’angle DLK ou ELI est égal 4 I'angle
KMF, opposé par le sommet 8 GMI; 'angle DKL est
égal 2 MKF, comme opposé par le sommet; et, enfin, le
cdté LK est égal a KM, par construction. L’angle KFM
sera donc égal 4 LDK, et droit par conséquent. Ainsi, les
deux droites DE et FG, étant perpendiculaires 'une et
l'autre 4 la méme droite DF, seront paralléles entre elles.

45. Remarques. — Le fréquent usage que I'on fait des
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propriétés des paralléles a porté les géométres a désigner
par des noms particulicrs les difiérents angles qu’elles
forment avec les droites qui les coupent, droites que,
pour cette raison, on appelle sécantes.

Les angles tels que ELI, GMI ( fig. 26), situés du
méme cdté de la sécante IH, et dont I'ouverture est tournée
du méme cdté, se nomment angles correspondants.

Les angles DLM, FMI sont aussi des angles corres-
pondants.

Tous les angles dont 'ouverture est entre les paralléles
sont compris dans la dénomination générale d’angles in-
ternes, et tous ceux dont I'ouverture est en dehors s’ap-
pellent angles externes.

On distingue ensuite ces mémes angles par leur posi-
tion relativement a la sécante. Ccux qui sont du méme
cOté, par rapport i cette droite, sont des angles internes
ou des angles externes du méme cété.

ELM, GML sont deux angles internes du méme cété.

HLD, IMF sont deux angles externes du méme cdté.

Les angles qui sont dans une situation opposée , tant
par rapport a la sécante que par rapport aux paralléles,
se nomment angles alternes. 11 y a des angles alternes-
internes, comme ELM et I'ML, ou DLM et GML;
des angles alternes-externes, comme HL“ et GMI, ou

HLE et FMI. L
THEOREME..

46. Lorsque deux paralléles DE et FG sont coupdes

par une troisiéme ligne 1H,
°. Les angles correspondants sont égaux;

2". Les angles alternes-internes sont égaux;

3°. Les angles alternes-cxternes sont égaux,-

4°. Les angles internes du méme célc, réunis, forment
deux angles droits;

5°. Les angles externes du inéme cété, réunis, forment
deux angles droits.
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Réciproquement, si l'une quelconque de ces pro-

priétés a lieu, les droites DE et FG sont nécessairement
paralléles.

Démonstration. — 1°. L’égalité des angles correspon-
dants n’est autre chose que le théoréme du n° 43, puisque
les angles ELI et GMI (fig. 25) sont évidemment des
angles correspondants, d’aprés le sens attaché a ce mot.
L’égalité de ces deux-1a étant prouvée, celle de tous les
autres angles correspondants s’en déduit sur-le-champ.
Pour les angles DLM et FMI par exemple ( fig. 26), on
remarquera que la somme des angles DLM et ELI, qui
reposent sur laméme droite DE, est égale  deux droits (11);
que, par la méme raison, la somme des angles FMI et
GMI est aussi égale a deux droits. Retranchant de ces
sommes égales les angles égaux ELI et GMI, les angles
restants DLM et FMI seront nécessairement égaux.

2°. L’égalité des angles alternes-internes, celle de
ELI, FMH par exemple, a lieu, parcc que FMH est égal
a GMI, son opposé par le sommet, et que celui-ci est égal
aELl, comme correspondant: les deux angles ELIet FMH
étant égaux & un troisi¢éme GMI, sont donc aussi égaux
entre eux. En raisonnant d’'une maniére semblable, on
reconnaitrait I'égalité des angles DLI et GMH.

3o. L’égalité des angles alternes-cxternes, celle de
DLH et GMI par exemple, a lieu, parce que GMI étant
opposé par le sommet 4 FMH lui est égal, et que ce der-
nier angle est égal 3 DLH, comme correspondant : les
deux angles DL.H et GMI étant donc égaux 4 un troisiéme
FMH, sont égaux entre eux. C’est ainsi qu’on démontre-
rait ’égalité des deux angles ELH, FMI.

_ 4°. Les angles internes du méme coté, ELI, GMH
| par exemple, pris ensemble, valent deux droits, parce
que ELI et GMI sont égaux comme correspondants, et
que la somme des angles GMI et GMH, qui reposent sur
laméme droite HI, étant égale a deux droits (11), si I'on
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substitue a GMI son égal ELI, la somme des angles ELI
et GMH demeurera la méme que celle des angles GMI et
GMH, et sera, par conséquent, égale a deux droits.

5°. Les angles externes du méme cdté, ELH et GMI
par exemple, pris ensemble, valent deux droits, parce
que les angles GMI et ELM sont égaux comme corres-
pondants, et que la somme des angles ELM et ELH,
qui reposent sur la méme droite 1H, étant égale & deux
droits (11), si I'on substitue a I'angle ELM son égal GMI,
la somme des angles GMI et ELH scra la méme que la
précédente, et, par conséquent , encore égale a deux angles
droits.

Réciproquement, si I'unc quelconque de ces propriétés
a lieu, les droites DE et FG sont paralléles, parce que
si c’est I'égalité des angles correspondants que I'on re-
marque d’abord, il suit du n” 44 que cette égalité entraine
nécessairement le parallélisme ; et quant aux quatre autres
propriétés, il suffit d’observer que ’on conclut de chacune
d’elles I'égalité des angles correspondants.

En effet, les angles alternes-internes ELI et FMH ne
peuvent étre égaux sans que I'angle GMI, égal 2 FMH,
comme son opposé par le sommet, ne le soit, par consé-
quent, a ELI: donc, dans cc cas, les angles correspon-
dants ELI et GMI sont égaux.

1l en est de méme des angles alternes-cxternes ELH et
FMI, puisque FMI et GMH étant égaux comme opposés
par le sommet, GMH se trouve égal aussi & son corres-
pondant ELH.

Quand on sait que la somme des angles internes ou
externes du méme coté est égale a deux droits, on s’assure,
ainsi qu’il suit, que les angles correspondants sont égaux.
Si, par exemple, la somme des angles ELI et GMH est
égale & deux droits, 1’angle FLI scra égal a deux angles
droits, moins 'angle GMH; mais parce que les deux
angles GMH et GMI, qui reposent sur une méme droitey
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valent ensemble deux droits, I'angle GMI sera aussi égal
a deux angles droits , moins I'angle GMH, et, par consé-
quent, égal a son correspondant ELI, qui a la méme
valeur. On raisonnerait de la méme maniére pour les
angles externes du méme cdté.

47. Corollaire. — Puisque deux lignes paralléles jouis-
sent toujours des propriétés précédentes, et que, lorsque
ces propriétés ont lieu par rapport a deux droites, celles-ci
sont paralléles, il s’ensuit que les droites pour lesquelles
ces propriétés n’ont pas lieu ne sont point paralléles.

Par exemple, deux droites DE et FG ( fig. 27), per-
pendiculaires a deux droites AB et BC, qui se coupent,
ne sont point paralléles; car, si 'on tire la sécante IH, il
est visible que la somme des angles EIH et GHI, inté-
rieurs du méme coété, est moindre que celle des deux
angles droits EIB, GHB.

PROBLEME.

48. Par un point donné C (fig. 28), mener une droite
paralléle a la droite donnée AB.

Solution. — Par le point C, on ménera une droite
quelconque CB rencontrant AB; puis on fera au point C,
sur CB, I'angle BCD égal aI’angle ABC (23) ; la droite CD,
obtenue par ce procédé, sera la parall¢le demandée, puis-
qu'elle passera par le point C, et qu'en considérant CB
comme sécanle , les angles alternes-internes ABC et BCD
seront égaux par construction.

PROBLEME.

49. Par un point donné C, pris hors d’une droite
AB (fig. 29), mener une droite qui fasse avec la pre-
miére un angle égal a un angle donné A'.

Solution. — Par un point quelconque A de la droite AB,
on fera Pangle DAB égal 4 I'angle A’ (23), et menant par
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le point C, parallélement 4 AD (numéro précédent), la
droite CE, elle fera avec AB un angle CEB égal 1 DAB (47),
et, par conséquent, a I’angle donné A’.

THEOREME.

50. Les angles ABC, DEF"(fig. 30), qui ont les cotés -
paralléles et Uouverture placée dans le méme sens, sont—
égaur.

Démonstration. — Sil’on prolonge un cété quelconque=
du second angle, DE par excmple, jusqu'a ce qu'il_
rencontre un de ceux du premier, en considérant les
paralléles EF et CH, par rapport a la sécante DH, on
reconnaitra que les angles DEF et DHC sont égaux comme
correspondants (47); puis, en considérant les paralléles
AB et DH, par rapport a la sécante BC, on reconnaitra
(ue les angles ABC et DHC sont égaux comme corres-
pondants : les deux angles DEF et ABC, étant égaux a
* un troisiétme DHC, seront, par conséquent, égaux entre
eux.

THEOREME.

81. Les trois angles d’un triangle réunis valent tou-
jours deux angles droits.

Démonstration.— Sil’on méne par I’angle A du triangle
quelconque ABC (fig. 31) une droite AD paralléle an
coté opposé BC, les angles ABC et EAD, formés sur la
sécante AB, seront égaux comme correspondants (47); les
angles DAC et ACB, alternes-internes par rapport a la
sécante AC, seront aussi égaux (47) : donc I'angle EAC,
composé des angles EAD et DAC, sera égal a la somme
des angles ABC et ACB du triangle proposé; et en joi-
gnant a l'angle EAC le troisiéme angle CAB, on aura,,
autour du point A et sur la droite EB, trois angles, EAD,
DAC, CAB, équivalents a ceux du triangle ABC, et égaux
a deux droits (10).
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N. B.—1l peut étre utile dese rappeler que 'angle EAC

se nomme angle extérieur du triangle ABC, et qu'il vaut
a lui seul Jes deux intérieurs opposés ABC, ACB.

82. Corollaire. — 1l suit du théoréme ci-dessus, que
quand deux angles d'un triangle sont respectivement égaux
a deux angles d’un autre triangle, le troisiéme angle de
P'un est aussi égal au troisiéme angle de I'autre, puisque
ce dernier angle, réuni aux deux premiers dans chaque
triangle , compose, de part et d’autre, une somme égale.

On voit encore par la qu'un triangle ne peut avoir
qu’un seul angle droit, et, a plus forte raison, qu'un seul
angle obtus.

53. On nomme triangle rectangle celui qui a un angle
droit; acutangle celui qui n’a que des angles aigus; ob-
tusangle celui qui a un angle obtus; et les deux derniéres
espéces sont comprises sous la dénomination générale de
triangles obliguangles.

11 est visible que, dans le triangle équilatéral, dont
tous les angles sont égaux (37), chaque angle est les deux
tiers d’un droit.

THEOREME.
BA. Les parties AC et BD (fig. 32) de deux droites

paralléles, interceptées entre deux droites paralléles,
sont égales entre elles, ct réciproquement.

Démonstration. — Si Von tire la droite AD, on for-
mera deux triangles ABD et ACD, qui seront égaux; car,
en prenant AD pour sécante des paralléles AB et CD, on
verra que les angles BAD et ADC sont égaux comme
alternes-internes (47) ; regardant ensuite la méme droite
conmime sécante des paralléles AC et BD, on reconnaitra
que les angles ADB et DAC sont égaux par la méme rai-
son: de plus, le coté-AD étant commun aux deux triangles
ABD et ACD, ces triangles seront égaux (18); les cotés
AC et BD, opposés a des angles égaux ADC et BAD, seront
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donc égaux, ce qui fait le sujet de la proposition. 1l en
sera de méme des cotés AB et CD.

Réciproquement, si les parties CD et AB sont égales,
ainsi que les parties AC, BD, les triangles ACD et ABD
auront leurs cotés égaux chacun a chacun, et seront, par
conséquent, égaux. L’égalité des angles CAD, ADB, al-
ternes-internes , établira le parallélisme des droites AC,
BD (47), et I'égalité des angles BAD, CDA celui des
droites AB, CD.

On prouverait, sans plus de difficulté, que les droites
CD et AB sont égales et paralléles, dés que les droites
AC et BD sont égales et paralléles entre elles.

85. Corollaire. — La proposition précédente ne ces-
scrait pas d’étre vraie, quand méme les droites AC et BD
seraient perpendiculaires sur AB et CD, puisqu’elles
seraient toujours paralléles entre elles; mais alors les
parties AC et BD mesurant la distance des deux droites
AB et CD, il s’ensuit que deux paralléles sont partout
également éloignées I'une de 'autre.

Des lignes proportionnelles et des triangles
semblables.

THEOREME.
56. Si deux droites quelconques AF et GM (fig. 33)

sont coupées par un nombre quelconque de paralléles,
AG, BH, CI, etc., menées par des points pris & des
distances égales sur la premiére, les parties GH, HI,
IK, etc., de la seconde seront aussi égales entre elles.

Démonstration. — En menant par les points G, H,
I, etc., les droites GN, HO, IP, etc., paralléles & AF, on
forme les triangles GNH, HOI, IPK, etc., dans lesquels
les cdtés NG, OH, IP, etc., étant respectivement égaux i
AB, BC, CD, etc., comme paralléles comprises entre
paralléles (54), sont égaux entre eux. Les angles NGH,
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OHI, PIK, cte., sont égaux comme correspondants, par
rapport a la sécante GM; ¢t enfin les angles GNH, HOI,
IPK, etc., sont égaux, parce qu’ils ont les cotés paralléles
et P’ouverture placée dans le méme sens (80). Ces triangles
ayant donc, chacun & chacun, un cété égal, adjacent a
deux angles égaux, sont égaux (18); d’ou il suit que les
cdtés GH, HI, 1K, etc., le sont aussi.

87. Corollaire. — 1l suit dc cc qui précéde, que AB
est contenu dans AF, autant que GH I'cst dans GM; en
sorte qu’on a cctte proportion,

AB: AF :: GH : GM,
que I'on peut changer en cette autre,
AB : GH :: AF : GM;
et de cette derniére on tire
2AB: 2GH :: AF : GM,
3AB: 3GH :: AF : GM,
etc.,
c'est-3-dire qu'un nombre quelconque de partics de Al
est 3 un pareil nombre de parties de GM comme la droite
entiére AF est a la droite entiérec GM.

THEOREME.

88. Trois paralléles, AG, DK, FM (fig. 34), coupent
toujours deux droites quelconques, AY et GM, en parties
proportionnelles, ou de maniére qgu’on a

AD: DF :: GK : KM.

Démonstration.— Il peutarriver deux cas: 1°. Que AD
soit commensurable avee ALY, c’est-a-dire que le rapport
de AD avec AF puisse s’cxprimer exactement par deus
nombres. Je supposc, par cxemple, qu'on ait

AF : AD :: 47 : 25;
silon congoit la droite AV divisée en 47 parties égales,
ckomiTRIE, 10° ddit. 3
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AD en contiendra 25, ¢t DI 22. Menant ensuite par toutes
les divisions des paralltles & FM, la droite GM se trou-
vera divisée en 47 parties égales, dont 25 composeront GK,
et 22 composeront KM; on aura donc

AD : DF :: 25; 22,

GK : KM :: 25 : 22;
d’ou 1l suit

AD : DF :: GK : KM.

De plus, a cause des proportions
AF : AD :: 47 : 25,
GM:GK :: 47:25,
on obliendra encore

AF : AD :: GM : GK.

2°. Si AF et AD sont incommensurables, on prouvera,
ainsi qu’il suit, que leur rapport ne peut étre ni plus
petit ni plus grand que celui de GM a GK.

Soit d’abord

AF:AD::GM:GI,

GI étant plus petit que GK. On peut toujours diviser le
coté AF en parties assez petites pour qu’en menant par
tous les points de division des paralléles 3 FM, il en passe
une, de, entre les points I et K ; on aura, d’aprés ce qui
précéde, a cause de la commensurabilité de AF a Ad,

AF 1 Ad :: GM : Ge.
Les antécédents de cette proportion étant les mémes que
ceux de la précédente, on en conclura cette nouvelle pro-
portion entre les conséquents de 'unc et de 'autre:

AD : Ad:: GI: Ge,

résultat absurde, puisque AD étant plus grand que Ad,
GI est plus petit que Ge.
On ne peut pas avoir non plus

AF: AD :: GM ; GI,

N .
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G’ étant plus grand que GK ; car ayant divisé AF de mna-
niére qu'une des paralléles d’e’ tombe entre les points K
etT, on aura
AF : Ad’ ;. GM : Ge'.
Faisant une nouvelle proportion entre les conséquents de
cette derniére et ceux de la précédente, on aura

AD : Ad’ :: GY' : Ge/,

- résultat encore absurde, puisque AD étant plus pctit'que
Ad', GY est plus grand que Ge': il faut donc nécessairc-
ment que le quatriéme terme de la proportion formée des
droites AF, AD, GN soit GK.

On tire de la proportion AF : AD :: GM: GK,
AF — AD: AD :: GM — GK : GK,
ou
DF : AD :: KM : GK,
ou enfin
AD : DF :: GK : KM,
en renversant les deux rapports (1).
89. 1°r corollaire. — Si par le point G on tire la droite
GN paralléle & AF, on aura (54)
GO = AD, ON =DF;

(1) On éprouvera peut-étre quelque difficulté a transporter aux parties
de Pétendue la notion de rapport, telle qu'on la congoit a I'égard des
nombres, surtout lorsqu’il s’agira de lignes incommensurables entre elles:
mais Pobscurité disparaitra, si ’on fait attention qu’on nd peut comparer
deux lignes qu’en les supposant rapportées 4 une communc mesure (85),
et qu'alors leur rapport est exprimé par celui des nombres de mesures
communes comprises dans chaque droite. Quoique ce dernier cesse d’8tre
rigoureusement assignable quand les lignes n’ont pas de mesure com-
mune, il n’en existe pas moins , puisqu’on peut en approcher d’aussi prés
qu’on voudra; et deux rapports incommensurables devront ¢tre regardés
comme égaux, dés qu'on prouvera que, quelque loin que soit pousséc
Papproximation pour 'un et pour Pautre, leur différence demeurera tou-
jours nulle.

3.
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et, par ce qui précéde,
GO :ON :: GK : KM,
GO : GN :: GK : GM.

Si donc on méne dans un triangle une droite OK , pa-
ralléle a I'un des cotés NM, les deux autres cotés GN et
GM seront coupés en parties proportionnelles par cette
droite.

60. 2° corollaire. — Réciproquement, lorsqu’ane
droite coupe deux cotés d'un triangle cn parties propor-
tionnelles, elle est paralléle au troisiéme.

En cITet si dans le triangle ABC ( fig. 35) on avait

AB : Ae i AC: Af,
et que la ligne ef ne fiit pas paralléle 2 BC, on pourrait
mener, par le point e, une droite eH paralléle aBC,et
qui donnerait (89) )
AB : Ae:i AC: AH,
proportion dont les trois premiers tcrmes sont les mémes
que ceux de la précédente: il s’ensuit donc que AH = Af;

que, par conséquent, les droites ef et eH se confondent,
ct que la premiére est nécessairement paralléle a BC.

61. 3° corollaire. — La droite BD ( fig. 36), qui divise
en deux parties égales I'un des angles B d’un triangle
quelconque ABC, partage le c6té opposé AC en deux seg-
ments proporuonuels aux cotés adjacents, c’est-a-dire que
I’on a cette proportion :

AD :DC:: AB: BC.

Cela sc prouve en menant CE paralléle a BD, et qui
rencontre en E, AB prolongé. Il en résulte, par le n° 89,
. AD : DC :: AB ; BE;
de plus, le triangle CBE ecst isocéle; car I'angle BCE est
égal 4 CBD, comme alterne-interne par rapport a la sé-
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cante BC, 'angle BEC I'est a I'angle ABD, comme corres-
p&ﬂant par rapport a la sécante AE, ct les angles ABD
et"CBD sont égaux comme moitiés du méme angle ABC :
done les angles BCE et BEC lc sont aussi; donc BE est
égal a BC (37); donc, enfin,

AD :DC :: AB: BC.
PROBLEME.

62. Trouver une quatriéme proportionnelle & trois
lignes données M, N, P (fig. 37), ou le quatriéme terme
de cette proportion :

M:N:IP:@ax

Solution. —On tirera deux droites indéfinies AB et AC,
faisant entre elles un angle quelconque; on prendra sur
la premiére, de A en B, unc distance ADB égale a M, et de
A en D une distance égale 4 N; puis on portera sur la se-

_conde, de A en C, la troisiéme droite P. On joindra par
ungdroite’les points B g;‘:{_C, et tirant par le point D, pa-
;amlement a BC, la droitec DE, on aura dans AE la qua-
tgiéme proportionnelle demandée, puisque (59)

AB: AD :: AC: AE,
ce qui donne
. M:N:P:AE
Si les deux droites N et P étaient égales entre elles, la
kigne déterminée par la proportion
M:NIN:x
sefiit ce que les géomeétres ont appelé troisiéme propor-
tionnelle. La construction de ce cas nc diflére pas dc celle
du précédent; le point C tombe alors en ¢, ¢t la droite De,
paralléle 4Bc, coupe sur AC la partic Ae, égale a la woi-
si¢éme proportionnelle cherchée, puisqu’on a
e AB:AD :: Ac: Ac,
ou
M:NIIN:Ae
®
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63. Deux triangles sont semblables, lorsque les angles
de I'un sont respectivement égaux aux angles de I'auntrg,
et que les cdtés qui, dans I'un et dans Pautre, sontg‘—
posés a des angles égaux, et que, pour cette raisorf, on
nomme cétés homologues, sont proportionnels.

Ces deux conditions sont liées entre elles de maniére
que 'une entraine toujours ’autre.

THEOREME.
64. Lorsque deux triangles ABC et DEF (fig. 38) ont
leurs angles égaux chacun a chacun, leurs cétés homo-

logues sont proportionnels, et ils sont, par conséquent,
semblables. »

Démonstration. — Si I'on prend sur AB et AC deux
parties Ae et Af, respectivement égales 2 DE et 4 DF, et
- qu'on tire ef, les triangles 'Ae¢f et DEF seront égaux,

puisque, par 'hypothése, I'angle A de I'un est égal a
I’angle D de I'autre, et que les cby \gs de Acet Af sont

a DE et 4 DF, par construction (16) L’angle Aef étam

égal A E, le sera, par conséquent, i B, et ¢f sera par*

l¢le & BC on aura donc la propornon (59)

AB :: Af : AC, y
ou
DE: AB . DF : AC,
Tirant ensuite Gf parall¢lement 4 AB, on obtiendra
Af : AC::BG:BC
f ’ ) w

ou

DP: AC :: EF : BC, )
puisque BG est égal a qf (54), quil’est a EF. Réunissaitt
cette derniére proporuon avec la premlére pér. le moyen
du rapport DF : AC, qui est commun i 'unc eta I’ auqtg:
on aura cctle suite de rapports égaux:

DE ! AB:: DF : AC:: FF : BC,



DE GEOMETRIE. 39
de laquelle il résulte que les cotés homologues des triangles
ABC, DEF, sont proportionnels entre cux.

65. Corollaire. — 11 suit de la proposition précédente
que deux triangles sont semblables: 1°. Lorsqu'’ils ont seu-
lement deux angles égaux chacun a chacun, puisque le
troisiéme angle de I'un est nécessairement égal au troi-
sitme angle dc I'autre (52);

2°. Lorsque leurs cdtés sont respectivement paralléles;

/3°. Lorsque leurs cdtés sont respectivement perpendi-
culaires.

La seconde partie est évidente pour les triangles placés
comme ABC et DEF'; car les angles tels que A et D, qui
ont leur ouverture placée dans le méme sens, son
égaux (30).

A Pégard des triangles placés dans unc situation ren-
versée, comme le montre la fig. 39, si 'on prolonge lc
cdté EF du triangle DEF, de maniére qu’il en coupe deux
du triangle ABC, cn G et en H, les angles AGH et DEI
seront égaux comme alternes-cxternes, par rapport aux
paralléles AB, DE, et a la sécante FH; les angles AHG
et DFE le seront comme alternes-internes, par rapport aux
paralléles AC, DF; et le triangleDEF sera, par conséquent,
semblable au triangle AGH, qui le sera lui-méme au
triangle ABC, puisque les angles AHG ¢t AGH sont égaux
aux angles ACB, ABC, comme correspondants, par rap-
port aux paralléles GH, BC, ct aux sécantes AC, AB.

Il est évident que les cotés homologues, dans lc cas
actuel , sont paralléles entre eux. -

Pour prouver la derniére partic, soient les deux
wriangles ABC et DEF ( fig. 40), placés dec maniére que
le c6té EF soit perpendiculaire sur BC prolongé, que DF
prolongé le soit sur AC, ct enfin que DE prolongé le soit
sur AB. Par le point A, opposé au coté BC, perpendicu-
laire sur EF , on ménera les droites AG et AH, respecti-



4o ELEMENTS

vement paralléles aux deux autres cétés DF et DE, du
triangle DEF , et, par conséquent, perpendiculaires I'une
sur AC, l'autre sur AB. Les angles CAG et BAH seront
droits d’aprés I’hypothése ; sil’on ajoute a chacun le méme
angle CAH, les deux angles résultants BAC et GAH seront
égaux : mais les angles GAH et EDF, ayant par con-
struction leurs cotés paralléles et leur ouverture placée
dans le méme sens, sont égaux; I'angle BAC sera donc
égal A EDF.

Menant ensuite, par le point B, les droites BI et BK
paralléles aux c6tés EF et DE , on formera les angles droits
CBI et ABK , desquels, retranchant une partie commune
ABI, il restera les angles égaux ABC, IBK ; et le second
étant égal a DEF, & cause du parallélisme des droites Bl
et EF, BK et DE, on en conclura que ABC est aussi égal
a DEF. Les triangles ABC et DEF ayant deux angles
égaux chacun a chacun, sont, par conséquent, sem-
blables.

On voit, de plus, que les cdtés homologues sont ceux
qui sont respectivement perpendiculaires, puisque I’an-
gle D étant égal & 'angle A, le coté EF est homologue a
BC; et ainsi des autres.

THEOREME.
66. Deux triangles sont semblables lorsqu’ils ont un

angle égal, chacun & chacun, compris entre des cétés
proportiornnels.

Démonstration.—Sil'angle A du triangle ABC ( fig. 38)
est égal 4 I'angle D du triangle DEF, et que I'on ait
AB : DE :: AC : DF, on prendra, sur les cétés ABet AC
du premier triangle, deux parties, Ae et Af, respective-
ment égales 3 DE et 4 DF; tirant ¢f, on formera le triangle
Aef égal au triangle DEF (16); ct la droite ¢f, coupant
les cotés du triangle BAC en parties proportionnclles ,
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puisqu’on a
®AB: DE ou Ac:: AC: BF ou Af,
sera paralléle a BC (60). Les angles e et f; respective-
ment égaux aux angles E'ct F, le seront aussi aux angles
B et C; et, par conséquent, les triangles ABC et DEF,
ayant Ieurs angles égaux, seront semblables (64).

THEOREME.

67. Deux triangles qui ont les cétés proportionnels,
chacun & chacun, sont semblables.

Démonstration. — Soit, dans les triangles ABC, DEF,
cette suite de rapports égaux :
AB:DE :: AC:DF :: BC: EF.
Sil'on prend sur AB une partie Ae égale a DE, et qu'on

méne une droite ef paralléle & BC, les triangles ABC ct
Aef, semblables entre eux (65), donneront

AB:Ae:: AC: Af::BC:.é¢f;
mais parce que Ae est égal 3 DE, tous les rapports de la
seconde suite seront égaux a ceux de la premiére, et

comme les antécédetits sont les mémes de part et d’autre,
les consé:*upnts seront aussi les mémes : on aura donc

af = DF, ef =FF.

" 1l suit de la que le triangle DEF est égal au triangle
A¢f; et comme ce dernier est semblable au triangle ABC,
ilen sera de méme du premieg.

PROBLEME.

68. Constnure sur une droite donnée EF un trzangle
semblable au triangle ABC.

Solution. — On peut construire un triangle semblablc
4 un autre, en partant des divers caractéres par lesquels
la sumhtudc de ces figures est constatée. Sil’on veut donc
former sur la droitec donnée EI un triangle qui soit sem-
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blable an triangle ABC, on y parviendra: 1°. En menant
par les points E ¢t I' des droites qui fassent hvec EF des
angles E et I, respectivement égaux aux angles B et C (63);

2°. En faisant au point E, sur EF, un angle égal a
I'angle B, et portant sur le c6té DE de cet angle une dis-
tance DE quatriéme proportionnelle aux trois lignes BC,
EF, AB; de cette maniére, les deux triangles seront
encore semblables, comme ayant, chacun i chacun, un
angle égal compris entre des c6tés proportionnels (66);

3°. Enfin, en cherchant une quatriéme proportionnelle
aux trois lignes BC, EF, AB, une autre aux trois lignes
BC, EI, AC, et construisant sur les deux lignes trouvées
ct sur EF un triangle DEF; les triangles DEF et ABC
seront semblables , comme ayant leurs c6tés proportion-
ucls (67).

N. B. —1l est a propos de remarquer qu’il y a pour
la similitude des triangles, comme pour leur égalité, trois
cas principaux, que les propositions des n® 16, et 66,
18 et 65, 20 et B7 se correspondent, ct que les problémes
des n® 25, 24 et 21 sont analogues aux questions résolues
dans celui-ci. . .

THEOREME. \

69. Tant de lignes, AB, AC, AD, AE, AF, quon’
voudra (fig. 41), menées par un méme point A, et ren:
contrées par deux paralléles GL et BT, sont coupées par
ces paralléles en parties groportionnclles, et les coupent
ausst en parties proportionnelles.

Démonstration. — Les triangles BAC, CAD, DAE,
EAF, ayant deux de leurs cdtés coupés par une droite
paralléle au troisiéme, donnent les proportions (59)

AG :BG :: AH: HC,
AH: HC:l Al : 1D,
AL :ID :: AK:KE,
AK:KE:: AL : LI;
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ct'de dernier rapport de chacune étant le premicer de la
suivante, on en tire

AG:BG::AH:HC:: AI:ID:: AK :KE ! AL:LF,
d’ou il résulte que les droites AB, AC, AD, AE, AF
sont coupées en parties proportionneclles.

De plus, par les triangles BAC, GAH semblables (65),
onra
AB:AG 1 AC: AH :: BC:GH;
par les triangles CAD et HAI,
AC:AH :: AD: AI::(CD:HI;
par les triangles DAE et IAK ,
AD:AI:: AE : AK :: DE : IK;
par les triangles EAF et KAL,
AE : AK :: AF: AL :: EF : KL,
rapports qui sont tous égaux, puisqfxe le second de chaque
suite est le premier de celle qui vient aprés. Ne prenant

d’abord que ceux qui renferment les lignes menées du
point A, on aura

AB:AG :: AC: AH :: AD: AI:: AE: AK :: AF : AL.

Réunissant ensuite les rapports qui contiennent les
parties des paralléles BF et GL, il viendra

7. BC:GH::1CD:HI::DE:IK:: EF:KL,
ce qui fait voir que ces hgnes sont coupées en parties
proportionnelles.

PROBLEME.

70. Diviser une droite donnée de la méme maniére
qu’une autre est divisée.

Solution. — Soient gl la ligne a diviser, ct BF la ligne
déja divisée. On décrira sur cette derniére un triangle .
BAF, dont les trois cotés soicnt égaux, ce qui s’cffectuera
suivant le procédé du n° 24, en prenant la ligne BF elle-
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méme pour rayon des deux cercles 4 décrire des points’B
ct I' comme centres; portant cnsuite g/ de A cn G, sur
le coté AB, etde A en L, sur le coté AF°, on tirera GL;
les droites qui joindront les points C, D, E, avecle point A,
couperont la ligne GL en partics proportionnelles i celles
de BF, comme lec demande I'énoncé de la question.

En cffet, puisque AB = AF, AG = AL, on a la pro-
portion évidente,

AB: AG :: AF : AL,

de laquelle il résulte (60) que GL est paralléle 3 BF. Le
triangle GAL étant donc semblable 4 BAF donnera cette

proportion
AB: AG::BF:GL;

et comme, par construction, BF = AB, on aura néces-
sairement GL = AG = gl. Cela pesé, d’aprés le théo-
réme précédent, les droites paralléles GL et BF sont divi-
sées en parties proportionnelles , ou I'une comme 'autre.

Si la ligne a diviser était g'l’, plus grande que BF, il
faudrait prolonger indéfiniment les cotés AB et AF, au-
dessous de BF; portant ensuite g'l’ sur AB, de A en G4,
ct sur AF, de A en L/, on tirerait G’'L/, et les prolonge-
ments des droites AC, AD, AE diviseraient G'L/, aux
points H’, I’; K/, en parties proportionnelles a celles
de BF. ’

T1. Remarque. — La question précédentc péut encdore
sc résoudre comme il suit. . -~

Soit AH ( fig. 42) la droite a diviser. On tirera par le
point A une droite indéfinie AP, faisant avec AH un angle
quelconque PAH, et sur laquelle on portera, i la suite les
. unes des autres, les parties dans lesquelles est partagée -3
la ligne dont les divisions sont connues; on joindra 'ex-
trémité P de la derniére avec Uextrémité H de la ligne a
diviser; puis, par les points I, K, I., M, N ct O on mé-
nera, parall¢lement 3 PH, des droites IB, KC, LD, ME,



_ DE GEOMETRIE. 45
NF, OG, qui coupcront AH en parties proportionnelles
a celles de AP.
Ce dernicr procédé se démontre en observant que le
triangle ACK , dont les cdtés AC et AK sont coupés par BI
paralléle au troisiéme coté CK , donne (59)

AB:AI:: AC:AK::BC:IK;

que le triangle ADL, considéré par rapport4 la droite CK,
donne
AC:AK I AD: AL :: CD :KL;

queletriangle AEM, considéré par rapport a la droite LD,
donne
AD:AL::AE: AM::DE:LM;

et ainsi des autres. Toutes ces suites de rapports égaux
s’enchainent par le moycn du second rapport de chacune,
qui se trouve lc premier dans celle qui vient aprés : ne
prenant donc que les rapports qui conticnnent les divisions
de la droite AP, on aura

AB:AI::BC:IK::CD:KL::DE:LM:: etc.,

ce qui montre que les parties AB, BC, CD, ctc., de AH
sont proportionnelles aux parties AI, 1K, KL, etc.,
de AP.

On simplifie un peu ce dernier procédé, cn menant par
le point H une ligne QH paralléle 2 AP, et sur laquelle
on prend, en commengant au point H, des parties HX,
XV, VU, UT, etc., respectivement égales a PO, ON, NM,
ML, etc.; les droites PH, OX, NV, etc., qui joindront
les points de division correspondants, étant paralléles
(54), couperont ladroitc AH en parties proportionnclles a
celles de AP ou de HQ.

72. 1°* corollaire, — Si, dans la fig. 41, les parties
de la droite BF, et dans la fig. 42, celles de AP, étaient
égales entre elles, celles dela droite GL dans la premiére,
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et de la droite AH dans la seconde, seraient aussi égales
entre clles.

11 suit de 14 que le procédé du n® 70 et celui du n® 74
peuvent servir & diviser une ligne droite dans un nombre
quelconque de parties égales. Il faut pour cela regarder
d’abord la droite BF ( fig. 41) comme indéfinie; puis,
prenant sur cette droite une partie BC d’une grandeur
arbitraire, la porter a la suitec d’elle-méme un nombre
de fois égal A celui des parties dans lesquelles la droite
donnée gl doit étre divisée : le point F, ot se termineront
ces parties, sera I’extrémité de la ligne BF, et 'on aché-
vera la construction comme dans le n° 70.

Par le procédé dun® 74, c’est sur la droite AP ( fig. 42),
considérée comme indéfinie,, qu’il faut porter successive-
ment des parties égales et arbitraires, puisque AH repré-
scnte la ligne donnée.

73. 2¢ corollaire. — La division des droites en parties
égales est le fondement de la construction des échelles,
c’est-a-dire des droites qui servent 2 mesurer les autres.
En effet, si 'on avait divisé d’abord en parties égales la
droite CD ( fig. 3), il n’y aurait eu qu'a chercher com-
bien AB contenait de ces parties, pour avoir le rapport
de AB a CD, au moins d’'une maniére d’autant plus appro-
chée, que les parties de CD auraient été plus petites.
1.’imperfection des instruments ct les bornes de nos sens
nous forcent bientdt de nous arréter dans la division des
lignes dont les parties nous échappent par leur petitesse;
pour étendre nos moyens a cet égard, on a imaginé la
division par les transversales, représentée dans la fig. 43,
dont voici la construction:

Ayant premiérement divisé la ligne AC en un nombre
quelconque de parties égales, telles que BC, ct voulant
ensuite diviser BC en un nombre de parties trop grand
pour que chacune de ces derniéres puisse étre bien dis-
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tincte, on ménera sur AC, par les points A et C, les per-
pendiculaires AA™ et CL; on prendra sur AA” une
partic arbitraire AA’, qu'on portera a la suite d'elle-
méme autant de fois que I'on voudra faire de parties dans
BC (la figure en représente quatre); par les points de
division A’, A”, A”, A", on tirera des droites paralléles
a AC; enfin, on joirtdra les points B et L par la ligne
transversale BL.

Cela fait, si 'on méne la ligne BK paralléle 4 CL, on
formera les triangles BDE, BFG, BHI, BKL, évidem-
ment semblables entre eux (65), qui donneront ces pro-
portions :

BD:BK :: DE: KL,
BF : BK :: FG : KL,
BH:BK :: HI : KL,

desquelles il résulte: 1°. Que BD étant lc ! de BK, DE
I’est aussi de KL ou de BG, qui est égal 4 KL (54);

2°. Que BF étant les ; ou la § de BK, FG l'est aussi
de KL ou de BC;

3°. Que BH étant les ; de BK, HI I’est aussi de KL ou
de BC.

On voit par 1a qu’en prenant sur la premiére, la seconde
et la troisiéme des droites paralléles 3 AB, les distances
A’E, A"G, A"1, respectivement égales a A'D + DE,
A’F 4+ FG, A”H + HI, on aura

AB 4 1BC, AB + 2BC, AB 4+ 2BC.

Ceci suffit pour montrer comment on peut construire
une échelle de transversales avec des divisions quel-
conques, et 'usage qu'on peut en faire.

Une semblable échclle prend le nom d’échelle de dixmes
quand elle contient dix paralléles 2 AB, parce qu'elle
donne alors les dixiémes de BC.
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THEOREME.

4. 8i de langle droit d’un triangle rectangle on
abaisse une perpendiculaire sur le céjé opposé, qu’on
nomme hypoténuse: 1°. Cette perpendiculaire partagera
le triangle en dewx autres qui lui scront semblables, et
qui le seront, par conséquent, entrg eux.

2°. Elle divisera Uhypoténuse en deux parties ou seg-
ments, tels que chaque cété de Uangle droit sera moyen
proportionnel entre le segment qui lui est adjacent et
Clhypoténusc enticre.

3°. La perpendiculaire sera moyenne proportionnelle
entre les deux scgments de Uhypoténuse.

Démonstration. — Le triangle ABC ( fig. 44) étant
supposé rectangle en B, et BD étant perpendiculaire sur
AC, les triangles ABC ct ABD seront semblables (65);
car ils auront, chacun a chacun, deux angles égaux,
savoir : I'angle A, qui leur est commun, et I’angle droit
ABC, dans le premier, égal a angle droit ADB, dans le
second. Le triangle BDC est, par les mémes raisons,
semblable au triangle ABC, puisquc I’angle C leur est
commun, et que I'angle BDC de I'un est droit, ainsi que
I'angle ABC de I'autre. '

Si I'on compare successivement chacun des deux tri-
angles ABD et BDC avec le triangle ABC, en observant
que les angles ABD et CBD sont respectivement égaux aux
angles C ct A, on trouvera, entre leurs c6tés homologues,
ces proportions :

AD: AB:: AB: AC,
CD : BC :: BC: AC,
qqui constituent la seconde partie de la proposition.

Comparant ensuite les triangles ABD ct BCD P'un a

I’autre, on aura ’
AD:BD::BD:CD,

ce qui forme la troisiéme partie de I’énoncé ci-dessus.
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75. Corollaire. — 1l suit, du théoréme précédent, que
les trois cotés d’un triangle rectangle étant rapportés a
une mesure commune, la seconde puissance du nombre
qui exprime la longueur de 'hypoténuse est égale a la
somme des secondes puissances des nombres qui expri-
ment les longueurs des deux autres cotés.
En effet, les proportions
AD: AB:: AB: AC,
CD :BC:: BC: AC
donnent _
AB’ BC’
AD = ac’ CD = Ac’

et en ajoutant AD avec CD, on a
TD? Pt ]
AC= g—’—;—zﬁ, puis AC'= AB’+ BC'.

11 suit de la que I'on peut trouver I’hypoténuse d’un
triangle rectangle dont on a les deux autres cotés. Si, par
exemple, AB =3, BC = 4, on aura

E’:g-l— 16 =25, dod AC=\25=35.

On peut aussi trouver un des cdtés de I'angle droit,
quand on connait I'autre et 'hypoténuse, parce que de

ACG’= AB"+ BC® ontire AB'= AC'— BC".
Si, par exemple, AC =13, BC = 12, on aura
AB'= 169 — 144 =25, d'od AB=35.
En général,
AC = \AB'+ BC', AB=YAC — BC'.
THEOREME.

76. Les trois cotés d'un triangle quelconque étant
rapportés & une mesure commune, et exprimés par
conséquent en nombres, si, de Uextrémité de lun

croméTriE, 16° édit. ) 4
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quelconque de ces cités, on abaisse une perpendiculaire
sur l'un des dewx autres, la seconde puissance du pre-
mier sera égale & la somme des secondes puissances des
derniers, moins deux: fois le produit du cété sur lequel
tombe la perpendiculaire par la distance de cette per-
pendiculaire & Uangle opposé aw premier coté, si cet
angle est aigu, et plus deux fois le méme produit, st
cet angle est obtus : c’est-a-dire qu'on aura, dans le

premier cas (fig. 45 ct 46),
AC'= AB’+ BC'— 2 AB X BD,
et dans le deuxiéme (fig. 47),
AC'= AB’+ BC'+ 2 AB X BD.
Démonstration. — Quand la perpendiculaire CD
(fig. 45) partage ABC en denx triangles, ACD et BCD.
rectangles en D, le premicr donne d’abord, en vertu du
numéro précédent ,
AC’'= AD’+ CD’,
et I'on tire du second,
CD’'= BC'— BD’.
D’aprés cette valeur de CD’, celle de AC’ devient
AC’= AD"+ BC'— BD’;
mais il est visible que AD = AB — BD, nombre dont le
carré est AB’— 2 AB ><BD + BD’ (1) : mettant cette va-
leur dans 'expression de AC’, on aura enfin
AC'= AB'— 2AB X BD + BD'+ BC'— BD’,

(1) Dans cette proposition, ol je regarde les lignes comme évaluées en
nombres, j’ai di supposer connue la composition de la seconde puissance
d’un nombre égal a la somme ou & la différence de deux autres , compo-
sition & laquelle on peut d’ailleurs parvenir par le raisonnement seul,
sans lc secours des caractéres algébriques.
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ce qui se réduit a
AC'= AB’+ BC'— 2 AB X BD.
Dans la fig. 46, ou la perpendiculaire tombe hors du
triangle, la différence consiste en ce que
AD = BD — AB;
mais on a toujours, pour le carré,
AB'— 2 AB < BD + BD’.
Ainsi, AC’ a la méme valeur que ci-dessus : voila le pre-
mier cas du théoréme.
Lorsque le coté AC ( fig. 47) cst opposé a un angle
obtus, la perpendiculaire tombe nécessairement hors du

triangle ABC; on irouve encore par les triangles ACD
et BCD, rectangles cn D,

AC'= AD'+ CD’, CD’'= BC’'— BD";
onenconclut i
AC'= AD'+ B®— BD';

mais on a AD = AB + BD, valcur dont lc carré est
AB’+ 2AB x< BD + BD’, ct de laquelle il résulte

AC'= AB’+ 2AB < BD + BD'+ BC'— BD’,
ce qui se réduit a

AC'= AB’+ BC'+ 2 AB < BD.

Tel est le second cas de I'énoncé.

N. B. — Les parties AD et BD, déterminées sur le
coté AB, par la perpendiculaire CD, se nomment seg-
ments.

T1. Corollaire. — En rapprochant ce théoréme du
précédent, on en conclura que I'on peut, lorsqu'on
connait les trois c6tés d’un triangle, déterminer si

I’angle opposé a I'un ‘quelconque de ces cotés est
aigu, droit ou obtus. En effet, dans le premicr cas ou

4.
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AC'=AB'+ BC'— 2 AB><BD, il cst évident que la
seconde puissance de AC est moindre que la somme de
celles des deux autres cotés AB et BC. Dans le second cas,
I’angle B étant droit, on a sculement

AC'= AB’+ BC';
ainsi, la deuxiéme puissance de AC est égale a la somme
de celles des deux autres cotés. Dans le troisiéme cas
enfin, ot AC’= AB’ + BC’+ 2 AB>< BD, la seconde
puissance de AC surpassc la somme de celle des deux
autres coOtés.

Ces remarques étant appliquées au triangle dont les
codtés sont exprimés par 5, 7, 8, ct leurs sccondes puis-
sances par 25, 49, 64, il en résulte que I'angle opposé an
cdté 8 est aigu, puisque la seconde puissance de ce coté
étant 64, se trouve moindre que la somme 74 des secondes
puissances des deux autres cotés.

I1 est bon d’observer gne I'espéce de I'angle opposé au
plus grand cdté fera connaitre celle du triangle (53).

Des Polygones.

78. Les surfaces planes terminées par un assemblage
quelconque de lignes droites sc nomment polygones.
Le plus simple de tous cst le triangle. Les polygones de
quatre cotés sc nomment, en général, quadrilatéres ; de
cinq, pentagones; de six, hexagones; de sept,-hepta-
gones; de huit, octogones; de ncuf , ennéagones; de dix,
décagones; etc.

On ne pousse guére cette nomenclature au dela du po-
lygone de dix cotés que pour le dodécagone, polygone de
douze cdtés, ct le pentédécagone, qui en a quinze.

Dans les _ﬁg. 48 ct 49, ABCDEF représente un poly-
gone de six cotés ou un hexagone. Tous les angles de la
premiére figure, ayant leur ouverture en dedans du poly-
gone, sont des angles saillants; Pangle DEF de la fig. 49
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est un angle rentrant, parce qu'il a son ouverturc en
dehd#s du polygone.

Les lignes telles quc CA, CF, etc., tirées entre des
angles du polygone qui ne sont pas adjacents au méme
cbté, se nomment diagonales.

79. Parmi les quadrilatéres ou polygones de quatre
cOtés, on désigne particuliérement sous le nom de paral-
lélogramme celui dont les cotés opposés sont paralléles.
ABCD ( fig. 50) est un parallé¢logramme.

11 suit du n° 84: 1°. Que chacune des diagonales AC
et BD partage le parallélogramme en deux triangles égaux ;

2°. Quec les cdtés opposés AB et DC, AD ét BC d’'un
parallélogramme sont respectivement égaux;

3°. Que, réciproquement, si les cotés opposés d’unc
figire de quatre cdtés sont égaux, ou bien si deux cétés
opposés sont égaux ct paralléles, cette figure cst un paral-
lélogramme. L

" THEOREME.
- 80. Les deux diagonales AC et BD d’un parallélo-
gramme se coupent mutuellement en deux parties égales.

Démonstration. — Les triangles AOD et BOC sont
égaux (18); car les cotés AD et BC sont égaux par I'hy-
pothése, les angles DAQ, OCB sont égaux comme alternes-
. internes par rapport i la sécante AC et aux paralléles
" AD, BC, et les angles ADO et OBC le sont aussi comme
alternes-internes par rapport i la sécante BD : donc

A0O=0C, DO = OB.

THEOREME.

81. En joignant Vun des angles d'un polygone a
tous les autres, on partage ce po{ygone en un nombre
de triangles égal a cclui de ses cotcs, diminué de deux
unités.

Démonstration. — Cclte proposition est presque évi-
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dente par l'inspection de la fig. 48, ou 'on voit que les
diagonales CA, CF, CE, menées de I'angle C aux angles
A, F ct E, partagent le polygone ABCDEF, desix cbtés,
en quatre triangles, ACB, ACF, FCE, ECD. On se
convaincra qu’elle convient a un polygone d’un nombre
quelconque de cotés, en observant que les deux triangles
extrémes, tels que ACB, ECD, entrc lesquels seront
compris tous ceux que peut renfermer le polygone pro-
posé, contiendront chacun deux dc ses coiés, tandis que
tous les autres n’en contiendront qu’un seul: il y aura
donc dans ces deux triangles quatre cdtés du polygone. Le
nombre des triangles intermédiaires sera, par conséquent,
égal a celui des cotés du polygone, diminué de quatre; et
le nombre total des triangles sera, comme le porte 1'é-
noncé, égal i celui des cdtés du polygone, diminué de
deux unités.

82. Corollaire. — Il suit de 1a que Ja somme de tous les
angles intérieurs ABC, BCD, CDE, DEF, EFA, FAB
d’un polygone vaut autant de foisdeux droits qu'il a de
cotés moins deux, puisque cette somme se compose de
celles des angles de tous les triangles ACB, ACF, FCE,
ECD, qui valent chacune deux droits, et que le polygone
contient un nombre de ces trlangles égal a celui de 588
c6tés, diminué de deux unités.’ Y

Dans la fig. 49, I'angle rentrant DEF est extérieyr, et2
non pas intérieur. En faisant partir les.diagonales ¢m
sommet E de cet angle, on voit évidemment qu'il est rem-,
placé dans la somme des angles intérieurs par celle,gﬁ,
angles DEC, CEB, BEA, AEF, et que, réuni a cette.de

niére, il forme quatre droits (13).
_ THEOREME. i
83. S8i Von prolonge dans le méme scns, comme dans

le premier polygone dc la fig. 48, tous les cotés duw
polygone qui n’a point d’angles rentrants, la sommec
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des angles extéricurs formés par chaque coté, ct par le
prolongement dec celu qui lui est contigu, cst égale a
quatre droits, quel que soit d’ailleurs le nombre des cotés
du polygone.

Démonstration. — Chaque angle extéricur, comme
aAB, réuni avec I'intéricur BAF auquel il est adjacent.
forme une somme égale & deux droits, et qui se trouve
répétée, pour tout le polygone,’autant de fois qu'il a de
cotés ou d’angles: la somme des angles, tant extérieurs
qu’intérieurs, vaudra donc autant de fois deux droits que
le polygone a de cotés. Retranchant de cette somme celle
des angles intéricurs, égale & autant de fois deux droits
que le méme polygonc a de cotés moins deux, il restera
deux fois deux droits ou quatre droits pour la somme des
angles extéricurs.

84. Remarque.—Deux polygones sont éganx lorsqu'ils
sont composés d'un méme nombre de triangles égaux et
semblablement disposés ou assemblés de la méme maniére;;
car il est évident que, placés I'un sur Pautre, ces polygones
sc couvriront parfaitement.

THEOREME.

85. Lorsqu’on connait tous les cotés d’'un poly gone.
a lexception d’un seul, et qu'on connalt aussi les angles
compris entre les cotés donnés, le polygone est déter-
miné et peut étre construil.

Démonstration. — En eflet, si dans le polygone
ABCDEF on connait les cotés AB, BC, CD, DE, EF el
les angles qu'ils comprennent, on pourra , sur A’B'= AB.
faire au point B’ I'angle A’B'C’= ABC, puis prendre

B'C’'=BC;faircau pointC/, sur B'C/,Pangle B'(VIY=BCD.
puis prendre C’'D’= CD; faire au poimt 1Y, sur C'D".
langle C'D'F/ == CDE, puis prendre D'IY = DE; faire
au point E', sur D'F/, Pangle D’E’'F’ == DEF, et prendre
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enfin E'F/ = EF. Etant parvenu ainsi au point F/; il v’y
aura qu'une seule maniére de lc joindre avec le point A’,
ctde fermer le polygone A’B'C’'D’E’F’.

I1 cst visible que ce polygone sera égal, dans toutes ses
parties, au polygone ABCDEF ; car si on le porte sur ce
dernier, en plagant A'B’ sur AB, & cause de I'égalité des
angles ABC et A’B'C’, le cété B'C’ tombera sur son égal
BC; et continuant ainsi de proche en proche, on recon-
naitra que les points A, B/, C’, I)’, E’, F' tomberont res-
pectivement sur les points A, B, C, D, E, F: d’ou il snit
que les deux polygones sc couvriront parfaitement.

86. Remarque. — 1l y a plusicurs autres cas d’égalité
cntre deux polygones ; je n’ai voulu donner dans le précé-
dent qu’un exemple de cette égalité, pour montrer qu'un
polygone d’'un nombre quelconque N de cotés, et renfer-
mant, par conséquent, un nombre N d’angles, ce qui fait
en tout 2N choses, est déterminé par la connaissance de
2N — 3 de ces choses. On observera ici, comme on1’a di
remarquer dans les différents cas d’égalité des triangles,
que les N angles ne doivent compter que pour N —1
données, puisque leur somme cst toujours donnée (82).

87. On nomme polygones semblables ceux dont les:
angles sont égaux, et dont les c6tés homologues (ou sem-
blablement placés) sont proportionnels..

THEOREME.

88. Deux polygones composés d’un méme nombre de
triangles semblables chacun & chacun, et semblablement
disposés, ont leurs angles égaux chacun & chacun, leurs
cdtés homologues proportionnels, et sont, par consé-
quent, semblables.

Démonstration. — Soient BAEDC et baedc ( fig. 51)
les polygones proposés; les triangles ABC, abc, étant
semblables, ont leurs angles égaux : ainsi 'on a

B=15, BAC = bac.
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Par la méme raison, les triangles ACE et ace donnent

CAE =cae, CEA =cca;

d’owr il suit que I'angle BAE, formé des angles BAC ct
. CAE dans le premier polygone, est égal a I'angle bae,
formé des angles bac et cae dans le second. On prouvera
de méme I'égalité des angles AED et aed, EDC et edc;
quant aux derniers angles BCD et bcd, il est visible qu'ils
sont égaux, puisqu'ils sont formés, 1'un des angles BCA,
ACE, ECD, l'autrc des angles bca, ace, ccd, qui sont
respectivement égaux aux premiers, comme angles homo-
logues de triangles scmblables.

En formant les proportions qui résultent de la simili-
tude des triangles ABC et abc, ACE et ace, ECD et ecd ,

on aura
BC:bc:: AB:ab:: AC : ac,
AC:ac:: AE :ac .. CE : ce,
CE:cc ::ED:ed :: CD: cd.

Le premier rapport de chaque suite, formé par les
cOtés qui sont communs aux triangles adjacents, étant le
méme que le dernier de la précédente, ces rapports sont
tous égaux entre eux : en ne prenant donc que ceux qui
contiennent les cotés des polygones, il viendra

BC:b6c::AB:ab:: AE:ac:.ED:cd:.:CD :cd,
ce qui prouve que les cdtés homologues sont propor-
tionnels. o
THEOREME.
89. Lorsque deux polygones sont semblables, ils sont
composés d'un méme nombre de triangles semblables,
chacun & chacun, et semblablement disposés.

Démonstration. — Puisque,, par 'hypothése , les angles
de l'un des polygones sont respectivement égaux a ceux
de I'antre, et les cdtés homologues du premier sont pro-
portionnels & ccux du seccond, on aura d’abord 'angle I
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dgal a angle b, ¢t
BC:bc:: AB:ub;

d'ou il suit que les triangles ABC et abe sont sembla--
bles (66) : 1es angles BAC et bac scront donce égaux. Si on
les retranche des angles BAE et bae, égaux comme appar-
tenant aux polygones, les restes CAE et cae seront égaux ;
de plus, les triangles semblables ABC et abe donnant
AB:ab:: AC: ac, et les polygones AB @ ab :: AE: ac,
on aura
AC:ac .. AE : ae;

d'ou il suit que les triangles CAE, cae sont encore sem-
blables (66). On prouvera de méme la similitude de tous
les triangles de chacun des polygones, en quelque nombre
que soient ccs triangles.

PROBLEME.

90. Construre, sur une ligne donnée, un polygone
semblable & un polygone donné.

Solution. — Soient bc et BAEDC la-droite ct le poly-
gone donnés; on fera sur bc, par I'un des procédés du
n° 68, un triangle abc semblable au triangle ABC, ce qui
déterminera le point a. Pour avoir le point e, on fera dc
méme sur ac un triangle cae semblable au triangle CAE,
et ainsi de suite. Le polygone abede sera semblable au
polygone ABCDE, puisqu'ils seront composés 1'un et
I'autre d’'un méme nombre de triangles semblables chiicom
a chacun, et semblablement disposés. '

Si ’on portait le c6té bc sur BC, de C en &/, il suffiratt
de tirer par le point ' la droite b'a’ paralléle 2 BA, pis
par le point a’ la droite @'¢’ paralléle & AE, etc., pour
former les wiangles 4'Ca’y a’Ce’, ctc., respectivement
semblables aux triangles BCA, ACF, cte.; le polygone
b'a’e'd'C serait construit ainsi sur le edté donné, et serait

semblable au polvgone BAFDC.
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9. Remarque. — Dans ce qui précede, jai mene
toutes les diagonales d'un méme angle; mais on peut par-
tager les polygones cn triangles de plusieurs autres ma-
niéres, et les propositions ci-dessus s’étendent également
i ces cas, parmi lesquels il e¢n cst un qu'il est bon de
connaitre : c’est celui ou on lic tous les angles du polygone
aux deux extrémités de I'un de ses cotés. Ce cas est repré-
senté dans la fig. 52, ot I'on a joint les points C, D, E.
aux points A et B par des diagonales.

1°. 11 est clair que la position des trois premiers cst
fixée, a I'égard de la droitc AB, dés que les triangles
ABC, ABD, ABE sont donnés; ct 'on voit bien évidem-
ment de cette maniére que, pour détermincr un polygone.
il ne faudra qu'un nombre de triangles moindre de deux
unités que celui des angles ou des cotés du polygone. On
voit aussi que si N désigne ce dernier nombre, la déter-
mination de la figure dépendra des 2 (N — 2) lignes me-
nées de chacun des angles de la base et de cette base; ce
qui fait en tout 2N — 3 données (86).

2°. On démontrera sans difficulté, a peu prés comme
dans les n° 88 et 89, que si les triangles ABC et abc,
ABD et abd, ABE ct abe sont respectivement semblables. .
les polygones ABCDE et abcde le seront aussi, et que,
réciproquement, si ces polygones sont semblables, les
triangles correspondants le seront eux-mémes (1).

(1) Lrart de lever les plans n’est que celui de construire sur le papier
des polygones semblables a ceux que forment sur le terrain les points
dont on veut connaftre les situations respectives. On voit qu’il doit se
réduire, en derniére analyse, 2 concevoir ces points liés entre eux par
des triangles, et & mesurer sur ces triangles un nombre suffisant d’angles
ou de c8tés pour pouvoir ca faire de semblables sur le papier, suivant les
procédés du n° 88. Voila tout ce gu'on peut dire sans entrer dans le détail
des instrumcents propres & mesurer les angles, détail déplacé dans ler
traités géndraux, & peu prés inintelligible pour les personnes qui n'ont
s vu ces instrumcnts, et suporfln poar celles qui les connaissent.
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THEOREME.

92. 8i U'on tire, dans deux polygones semblables,
deux droites qui sotent semblablement placées dans
chacun d’eux, c’est-a-dire qui passent par des points
semblablement placés sur les cotés homologues, et qui
Sassent avec ces c6tés des angles égaux entre eux ou
bien qui coupent, dans chaque polygone, deux cétés ho-
mologues en partics proportionnelles, ces droites seront
proportionnelles aux cétés homologues des polygones.

Démonstration. — Soient les droites GI' et gf menées
par des points G et g ot I'on ait BG : bg :: AB: abd, et
sous des angles FGB et fgb qui soicnt égaux; les triangles
BGC et bgc seront alors semblables, a cause des angles
égaux B et b et des cotés BG et bg proportionnels a BC et
a be, puisque les uns et les autres le sont 4 AB et 4 @b :
on a donc

GC:gc::BG:bg, ou ::AB:ab,
et
BCG = beg, CGB = cgb.

On conclut de 1a que GCF, ou BCF — BCG, est égal a
gef, ou a bef — beg;, et parce que FGB = fgb, on aura
CGF, ou FGB — CGB, égal a cgf, ou a fgb—cgb: les
triangles FCG et fcg seront donc semblables et donneront

-
FG:fg::FC:fc::GC:gc ou ::AB: ab

puisqu’on a ci-dessus GC : gc :: AB ¢ ab. ' e
Si, au lieu de faire les angles FGB et fgb égaux on .
prend les points F et f de maniére que FC : fc 12 BG Eg
les triangles FCG et feg seront alors semblables .comme .
ayant un angle égal compris entre des cdtés proportion-
nels; on tirera les mémes conclusions que ci-dessus, ét
Pon prouvera, dans ce ras, Pégalité des angles F EB

et fgh.
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THEOREME:
93. Les contours de deux polygones semblables sont
entre eux comme les cotés homologues de ces polygones.

Démonstration. — Les polygones semblables ABCDE
abcde donnent cette suite de rapports égaux :

AB:ab::BC:bc:.CD:cd:.:DE:de:: AE : ac;
on en conclura
AB+BC—+CD+DE + AE: @b+ be+cd+de+ae:: AB:ab,
c'est-a-dire que

le contour ABCDE : au contour abede :: AB : ab.

De Ia ligne droite et du cercle.

94. On a vu dans lc n° 28 que I'on ne pouvait mener
d’'un méme point 4 une droite donnée trois droites égales ;
il résulte évidemment de 1a qu'unc droite et un cercle ne
peuvent se couper cn plus de deux points.

Toute droite qui coupe la circonférence du cercle, et qui
est prolongée en dehors, se nomme sécante. EF ( fig. 53)
est une sécante.

La partie CD de cette droite, comprise dans le cercle,
se nomme corde.

95. On dit que la corde CD qui passe par les extrémités
d’'un arc quelconque du cercle CGD sous-tend cet arc;
mais il faut observer que la méme droite est aussi la corde
de I'arc CHD qui, joint 4 CGD, compose la circonférence
entiére. Lors donc que le premier arc sera moindre que
la demi-circonférence, le second sera nécessairement plus
grand.

96. Lorsqu'une corde passe par le centre du cercle , on
lui donne le nom de diamétre. La droite AB, qui passe
par le point O, c¢st un diamétre. .

"Tous les diamétres du cercle sont égaux, puisqu’ils sont
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composés de deux rayons, et que tous les rayons sont égausx.
11 est visible que le diamétre est la plus grande des

droites que I'on peut tirer dans la circonférence du cercle,

puisque toute autre corde CD est moindre que la somme

des deux rayons menés par ses extrémités (15).

97. Le diamétre AB partage la circonférence en deux
parties égales; car si I'on plie la figurc le long de la droite
AB, la partie AGB de la circonférence doit se confondre
avec la partie AHB, sans quoi tous les points de 'une ou
de I'autre ne seraient pas également éloignés du centre O. .

Le méme raisonnement prouve aussi que deux cercles
décrits du méme rayon sont égaux; car il en résulte que
si I'on place le centre de I'un de ces cercles sur celui de
I'autre, leurs circonférences doivent se confondre.

THEOREME.

98. §i Von porte un arc quelconque de cercle sur un
autre arc du méme cercle ou d’un cercle décrit du méme
rayon que le premier, de maniére que deux points quel-
conques de l'un des arcs tombent sur Uautre, et que les
convexités soient tournées du méme coté, le plus petit de
ces arcs se confondra dans toute son étendue avec le

plus grand.

Démonstration. — En effet, si 'on porte I'arc A'C’
{fig- 54) sur AC, en mettant le point A’ sur le point A,
et que le point C’ tombe en C, la corde A’C’ couvrira
exactement AC; et comme les rayons O’A’ et O'C’ sont
égaux aux rayons OA et OC, le point O’ se trouvera sur
le point O (20); dés lors, tous les points de I'arc A'C’
doivent tomber sur ceux de I'arc AC, puisque les uns sont
autant éloignés du centre O’ que les autres le sont du
centre O : donc 'arc A'C’ se confondra avec I'arc AC (1).

* (1) La propriété de la circonférence du cercle, démontrée ci-dessus , est
d’autant plus remarquable gu'clle n’appartient qu'a cette courbe et & la
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99. Corollaire. — 1l suitde 1a que, dans le méme eevele
ou dans deux cercles décrits du méme rayon, les ares dont
les cordes sont égales, sont égaux. pourvu toutefois qu'ils
soient de méme espécc, c’est-a-dirc qu'ils soient tous
moindres que la demi-circonférence ou tous plus grands.
En effet, lorsque les cordes sont placées I'une sur ’autre,
comme dans le cas précédent, les arcs sc couvrent exac-
tement.

La proposition réciproque est également vraic, c’est-a-
dire que quand les arcs sont égaux (dans un méme cercle
ou dans les cercles décrits du méme rayon), les cordes
sont égales; car les arcs étant posés 'un sur lautre et
se couvrant exactement, les extrémités du premier sc
confondent avec celles du second. Ainsi, 'arc A’C’ élant
placé sur I'arc AC, de maniére que le point A’ soit sur A,
le point C’ soit sur C, les droites AC et A'C’ se convrem
exactement ct sont égales.

THEOREME.

100. Dans un méme cercle ou dans des cercles égaur,

le plus grand arc a la plus grande corde, et réciproque-

ment, pourvu toutefois que les arcs que Uon compare
sotent moindres que la demi-circonférence.

Démonstration. — 1°. L’arc AE étant plus grand que
Parc AC, I'angle AOE sera visiblement plus grand que
Pangle AOC, et , parlen® 19, lc c6té AE du triangle AOE
sera plus grand que le c6té AC du triangle AOC, puisque
ces triangles ont, chacun a chacun, deux cdtés égaux;

2°. La corde AE étant plus grande que la corde AC,
I'angle AOE sera plus grand que I'angle AOC : V'arc AE
surpassera donc I'arc AC.

ligne droite, et gu’elle rend évidente la similitude de toutes les parties de
la circonférence du cercle ou l'uniformité de sa courbure. Tellc est la
raison qui m’a engagé & donner 2 cette proposition un énoncé différent
de celui qu'on trouve dans la plupart des livres élémentaires, et qui fait
V’objet du corollaire suivant.
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PROBLEME.

104. Deux arcs du méme cercle ou de cercles égaux
étant donnés, trouver le rapport de leurs longueurs.

Solution. — 11 est évident que la question proposée se
résoudrait comme celle du n® 3, si I'on pouvait porter les
arcs de cercle I'un sur autre, comme on le fait pour des
droites ; mais une pareille superposition ne pouvant avoir
lieu dans la pratique, on y supplée par celle des cordes
qui, lorsqu’clles sont égales, correspondent & des arcs
égaux. La corde de I'arc CD ( fig. 55) pourra étre portée
deux fois sur I'arc AB, de A en E; etI'arc AE, déterminé
ainsi, sera composé de deux parties Ad et dE, égales
chacune 4 CD: on aura donc

AB=2CD + EB.

On prendra la corde du reste EB pour la porter sur I'arc
CD, de C en F, ce qui s’effectuera une fois, et laissera
pour reste I'arc FD; d’ou il suit

CD = EB + FD.

Enfin, la corde du second reste FD pouvant se porter
quatre fois sur le premier EB, on aura

EB = 4FD.

En remontant de cette derniére valeur a celle des ares
précédents, on obtiendra

EB=4FD, CD=5FD, AB=14FD;

Parc FD, commune mesure des arcs AB et CD, étant
contenu 14 fois dans I'un et 5 fois dans l'autre, on en
conclura que les arcs proposés sont entre eux comme les
nombres 14 et 5.

L'opération sc termine ici, comme pour le cas des
lignes droites, lorsqu’on trouve un reste qui est contenn
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exactement dans le précédent, ou qui est tel que le reste
suivant échappe aux sens par sa petitesse (1).

102. Remarque. — Si I'on congoit qu'une droite AB
(fig..56), qui coupe le cercle en deux points A et B,
tournc autour de I'un de ces points, de A par exemple.
et quen tendant & sortir du cercle elle prenne des posi-
tions telles que AB’, on voit que les points d'intersection de
la droite et du cercle se rapprochient sans cesse, et qu'enfin
il y a une derniére position AC dans laquelle ces deux
points étant réunis en un seul, la droite n’a plus qu'un
point de commun avec le cercle, ou ne fait que le toucher.
Dans cctte position, la droite AC est tangente au cercle.

THEOREVE.

103. La perpendiculaire menée par ur point de l:
circonfeérence du cercle, sur le rayon qui passe par ce
point, est tangente au cercle; et, réciproquement, la
tangente a un point quelconque de la circonférence est
perpendiculaire a l'extrémité durayon mené par ce point.

Démonstration. — La ligne AB ( fig. 57), perpendi-
culaire sur le rayon AQ, au point A, a tous scs autres
points plus éloignés du centre O que ne I'est le point A,
puisque toutes les droites nmenées d'un ¢dté ou de 'autre,
comme OB ct OC, sont des obliques nécessairement plus
longues que AO (28). Les points C et B sont, par consé-
quent, hors du cercle, ct la ligne AB, n’ayant qu’un scul
point A de commun avec la circonférence DA, est tangente.

11 est aussi facile de voir que la tangente au point A ne

(1) Cette maniére de déterminer le rapport de deux arcs de cercle so
trouve dans les Mémoires de I’Académie des Sciences, année 1524, p. 250.

On peut aussi comparer un arc quelconque i la circonférence entiére,
en portant la corde de I'urc, toujours dans le méme seus, jusqu’a ce quon
retombe sur le point d’oi 'on est parti, et notant le nombre de fois quon
a parcourn la circonférence. Si, par cet exemple, cet arc répété 8 (ois
remplit 3 fois la circonference, il en sera évidemment les 5.

GFOMETRIR, 16" fdit. 5
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peat étre que la droite AB perpendiculaire sur AQj; car
cette tangente n'ayant de commun avee la circonférence
que le point de contact A, ct tous scs autres points étant
plus éloignés du centre que celui-ci, il s’ensuit que le
rayon AO cst la plus courte ligne qu’on puisse mener du
ceutre sur la tangente, et que, par conséquent, il est
perpendiculaire sur cette tangente.

104. Corollaire. — 11 suit de 1a que 'on méne une tan-
gente & un point donné A de la circonférence d'un cercle
DAE, en élevant une perpendiculaire AB a I'extrémité du
rayon qui passe par cc point.

THEOREME.
105. Toute droite CD (fig. 58), élevée perpendicu-

lairement sur le miliew d’'une corde AB, passe par le
centre O du cercle et par le milieu C de Uarc sous-tendu
par cette corde.

Démonstration. — Puisque CD est, par ’hypothése,
perpendiculaire sur le milieu de AB, elle doit passer par
tous les points également éloignés des points A et B; et le
centre O cst un de ces points, car il est a égale distance
des extrémités A et B qui sont sur la circonférence ACB.
Le point C, ou la perpendiculaire CD rencontre la cir-
conférence, étant également éloigné des extrémités A et B
de I'arc ACB, les cordes AC et BC seront nécessairement
égales; les arcs sous-tendus par ces cordes seront donc
égaux (99); le point C sera donc le milieu de 'arc ACB :
donc la droite CD passera par le centre O et par le milieu
de I'arc sous-tendu par la corde AB.

106. 1°* corollaire. — 1°. Puisque deux points suffisent
pour déterminer la position d’unc droite (3), et que le
milieu d’une corde, le centre du cercle et le milicu de I’arc
sous-tendu par la corde sont toujours sur la méme droite,
il s’ensuit que lorsqu’on sait quunc droite dounée passe
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par deux de ces points, on en doit conclure qu’elle passe
nécessairement par le troisiéme.

2°. Comme on ne peut. d'un point donné, abaisser sur
une droite qu’unc scule perpendiculaire (32), il est encore
évident, par cc qui précéde, que toute perpendiculaire
abaissée du centre ou du milicu de l'are sur la corde
tombera sur le milieu de cette droite.

107. 2° corollaire. — 11 suit encore du théoréme pré-
cédent que, pour diviser un arc en deux parties égales, il
suffit d’élever une perpendiculaire sur le milieu de la corde
qui sous-tend cet arc. puisque cette perpendiculaire pas-
sera par le milieu de I'are proposé.

THEOREME.

108. Les arcs interceptés dans un méme cercle, entre
deux cordes paralléles ou entre une tangente et unc
corde paralléle, sont cgaurx.

Démonstration. — Si les cordes BC, DE et la tangente
FG (fig. 59) sont paralléles, et’'que F'on joigne le centre O
ct le point de contact A par un rayon, ce rayon, étant per-
pendiculaire sur la tangente FG (103), le sera aussi sur
les cordes BC et DE (42); il divisera en deux parties égales
les arcs BAC et DAE; ct, par conséquent, si des arcs AB
et AC, égaux comme moitiés de I'arc BAC, on retranche
les arcs AD et AE, égaux comme moitiés de I'arc DAE,
les restes BD et EC scront égaux, ce qui est la premiére
partie de 'énoncé du théoréme : I'égalité des ares AB et AC
prouve la seconde. .
THEOREME.

109. 8i des sommets O ¢t O’ de deux angles AOC.
et A'O'C/ (fig. 60) on décrit deux arcs de cercle duméme
rayon, le rapport des arcs compris entre les c6tés de
chaque angle scra le méme que celui de ces angles.

Démonstration. — Si les arcs AC et A’C’ ont unc com-
5.
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mune mesure AB= A’B’, en _portant cette commune me-
sure sur chacun autant de fois qu'elle y est contenue, on
les divisera tous deux en parties égales; et si I'on joint les
différents points de division avec le sommet de I'angle
correspondant par des droites comme OB et O'B’, on
partagera les angles AOC et A’O’C’ en autant de partics
égales que les ares AC et A’C’ en contiennent.

En eflet, les cordes AB et A’ B’ étant égales, les triangles
AOB et A’O’B’ seront ¢gaux comme ayant tous leurs cdtés
égaux chacun a chacun (20), puisque d’ailleurs les droites
OA, OB, O'A’ct O'B' sont égales comme rayons de cercles
égaux: ang]e AOB sera donc égal 4 'angle A’O’B'. Cela
posé, les angles AOC et A'O’C’, comprenant chacun
autant d’angles égaux 4 AOB que les arcs AC et A'C’
contiennent de parties égales 4 AB, seront évidemment
dans le méme rapport que ces arcs, et auront pour com-
mune mesure 'angle AOB.

Le raisonnement précédent exige que les arcs AC et A'C’
soient commensurables efitre eux; mais la proposition
aurait également lieu quand méme ils seraient incom-
mensurables, car on ne peut supposer que les angles
AOC et A'O'C’ ( fig. 61) soient dans un rapport plus
grand ou plus petit que celui de ces arcs.

Si, par exemple, au lieu d’avoir cette proportion,

AOC: A’0’C’ :: AC : A'C/,
on avait la suivante :

AOC: A'0'C’ :: AC: A'd,
Parc A'd étant plus grand que A'C’, et qu'on divisit I'arc
AC en parties égales assez petites pour qu'étant portées
sur I’arc A'C’, un des points de division e tombat entre C’
et d, on aurait cntre les angles AOC, A'O’e et les arcs
AC et A’e, respectivement commensurables, cette pro-
portion :

AOC:A'O'e:: AC: A'e,
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dont les antécédents sont les mémes que ceux de la preé-
cédente, ce qui donnerait, par conséquent,

A'OC’': A’O’¢ ;2 A'd . Ale,
résultat absurde, puisque A’O'C/<CA'OV ey et que N'd >Ale.

Sil’on prenait 'are A’d’ moindre que A’CY/, on n’aurait

pas non plus

AOC : A'O'C/ 2 AG : A'dY;
ap - 1 int de divisi " "
car, pour le point de division ¢, on aurait

AOC:A'O%¢’ . AC: A'e’;
d’ou il s’ensuivrait, comme ci-dessus ,

AO'C : A'O¢’ 1 A'd’ . A,
résultat encore absurde, puisque
A'QO'C'>> A0’y Ad'ANe'.

1l est évident que la réciproque de cetie proposition n'a
pas besoin d’unc démonstration particuli¢re, car le rap-
port des arcs ne peut étre égal a celui des angles, sans qu-
ce dernier soit égal a cclui des ares (1).

110. 1°f corolluire. — Le rapport des ares AC et A'CY
étant le méme que celui des angles AOC ct A'O'C/, il en
résulte que ccs arcs sont la mesure naturelle des angles:;
et, d’aprés ces notions, on dit que /e mesure d'un angle
est Uarc de cercle compris entre ses cotés et décrit de son
sommet comme centre. Cette expression parait d’abord

(1) Je crois devoir faire observer que cette proposition, qu'on se¢
coutentait presque d’énoncer dans les Elémengs adoptés en France avant
1794, a ¢té démontrée & peu prés comme ci-dessus, dés 1760, dans ceux
de Karsten, et 'était peut-8tre aussi dans de plus anciens ouvrages. I.e
moyen, d'ailleurs, s'offre de lui-méme par une forme de raisonnement em-
ployée par Euclide pour un semblable passage du commensurable & Pin-
commensurable; et, comme je 'ai dit ailleurs (Essais sur I’ Enscignement)
lorsqu’on sc borne aux propositions vraiment nécessaires des Eléments de
Géométric, il ne reste plus qu’a s’occuper de Parrangement qui les lie
le micux leg unes aux autres, les rend plus évidentes et plus faciles &
retenir.
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obscure, car on ne peut mesurer des grandeurs quel-
conques que par d’autres grandeurs de la méme espéce.
L’arc decercle, étant une ligne, est hétérogéne avec’angle.
qui est une surface (7); mais il faut observer que I'on
sous-entend ici I'arc pris pour unité et I'angle qui corres-
pond a cet arc, et que I'énoncé ci-dessus revient a celui-ci :
Tout angle contient autant de fois un certain angle
arbitraire, pris pour unité ou pour terme de’comparaison,
que U'arc compris entre ses cotés, et décrit de son sommet
comme centre, contient U'arc du méme cercle compris

entre les cdtés de ce second angle et déerit de son sommet
comme centre.

On voit par la que les arcs de cercle ne sont introduits
que pour servir de termes de comparaison, et que, pour
trouver le rapport numérique de deux angles quelconques,
il faudra chercher, par le procédé du n° 104, celui de
deux arcs décrits de leurs sommets comme centres, avec
un rayon arbitraire, mais le méme pour tous deux.

kY

L’angle qui parait le plus propre a servir d’unité est
P’angle droit. Cet angle comprend évidemment entre ses
cotés le quart de la circonférence; car, si du point O
comme centre ( fig. 62) on décrit unc circonférence, la
droite AB en sous-tendra la moitié (97); les deux angles
droits COA , COB étant égaux, comprendront chacun la
moitié de cette moitié (numéro précédent), c’est-a-dire le
quart de la circonférence entiére. On aura donc la mesure
d’un angle en comparant ’arc compris entre ses cotés avece
celui qu’intercepte, sur la méme circonférence, ’angle
droit ayant son sommet au centre.

111. 2° corollaire. — 11 suit encore du théoréme pré-
cédent, que les droites qui divisent un arc en plusieurs
parties égales divisent aussi dans un méme nombre dc
parties égales 'angle que mesure cet arc; et que, par
conséquent, la division d’un angle sc réduit a celle de I'are



DE GEOMETRIE. 7l
qui lui sert de mesure. Malheurcusement la Géométrie
élémentaire ne fournit que le moven de diviser un are en
deux parties égales.

Ce moyen consiste (107) a élever une perpendiculaire
CO ( fig. 58) sur le milicu de la corde AB; et cette per-
pendiculaire diviscra aussi 'angle AOB en deux parties
égales. On peut d’ailleurs se convainere A priori de I'éga-
lité des angles AOD et BOD par celle des triangles de
méme dénomination. -

On pourra, par le méme moyen, diviser de nouveau
chaque moitié d¢ Vare ACB ou de P'angle AOB en deu
partics égales, et pousser ainsi la division suivant les
nombres 2, 4, 8, 16, 32, G4, ctc.; mais il ne sera pas
possible de partager cct arc ou cet angle en 3, 5, ete., par-
tics égales. o

THEOREME.

112. Lorsqu'un angle a son sommet placé sur la cir-
conférence d’un cercle, il a pour mesure la moitié de Uare
compris entre ses cotés.

Démonstration. — 1°. Je supposc que Pangle proposé
soit BAC, dont I'un des ¢otés AC passe par le centre O
du cercle ( fig. 63). Si, par ce point, on méne le diamétre
DE paralléle 2 AB, on fera I'angle DOC égal a BAC
comme correspondant par rapport a la sécante AC, et
ayant pour mcsure I'are DC compris entre ses cotés ct
décrit de son sommet comme centre. Ainsi 'are DC serait
la mesure de I'angle BAC, si le sommet A de ce dernier
était transporté en O; mais d’abord I'arc DC est égal i
I'arc AE, puisque celui-ci mesure 'angle AOE opposé par
le sommet & DOC, ct qui lui est par conséquent égal;
puis les arcs AFE ct BD étant compris entre des cordes pa-
ralléles (108), il s’ensuit que Pare DC est aussi égal & BD.
Donc I'arc BC, composé de BD et de DC, contient deux
fois I'are DC; donc il est le double de la mesure de 'angle

BAC.
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2°. Soit maintenant ’angle BAG; comprenant le centre
entre ses cotés. Cet angle, élant composé des angles BAC,
CAG, aura pour mesure la somme des arcs qui mesurent
ces derniers; mais comme ils ont chacun un c6té qui
passe par le centre, leurs mesures respectives seront la
moitié de BC et la moitié de CG, arcs dont la somme
compose la moitié de I'arc BG égal a BC + CG : I'angle
BAG aura donc pour mesure la moitié de I'arc compris
entre scs cOtés. .

3", L’angle I'AB, qui ne comprend point le centre entre
ses cotés, pouvant étre considéré comme la différence des
angles FAC, BAC, aura pour mesure la différence des
arcs qui mesurcnt ces derniers: mais comme leur cdté
commun AC passe par le centre, leurs mesures respectives
sont les moitié¢s de FC ct de BC; et la différence de ces
mesures composant la moitié de I'arc F'B, égal a FC—BC,
Iangle FAB aura donc pour mesure la moitié de I’arc
compris entre scs cotés.

4°. L’angle formé par une tangente ct par une corde a
aussi pour mesure lamoitié del'arc compris entre ses cdtés;
car I'angle CAH, formé par la tangente AH et le diamétre
AC qui lui est perpendiculaire, étant droit, a pour mesure
la moitié de la demi-circonférence ABC (110). Si I'on
ajoute a cet angle I'angle CAG formé par deux cordes, et
ayant pour mesure la moitié de I'arc CG, I'angle total GAH
aura pour mesure la moitié de CG, plus celle de ABC,
ce qui fait la moitié de I’arc total ABG compris entre ses
cotés; et si l'on retranche du méme angle droit CAHY angle
FAC, mesuré par la moitié de I'arc FC, la différence FAH
de ces angles sera mesurée par celle des moitiés de ABC et
de FC: ce qui revient a la moitié de AF.

113. 1" corollaire. — L’angle FAI, foriné par la corde
AF et par le prolongement Al de la corde AG, a poux
mesurc la moitié de la somme des arcs AE et AG sous-
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tendus par ces cordes, en dehors de angle qu'elles com-
prennent.

En effet , I'angle FAI, égal a deux droits moins I'angle
FAG (11), aura pour mesure la diflérence qu’il y a entre
la demi-circonférence et Ja moitié de 'arc FG: qui mesure
I'angle FAG ; mais cette diflérence cst égale a la moitié de
celle de la circonférence entiére et de I'arc 1'G lui-méme,
ce qui revient évidemment a la moitié de la somme des

arcs AF et AG..

114. 2° corollaire. — 1l suit cncore du théoréme pré-
cédent : 1°. Que tous les angles qui, comme DEF, EGF,
EHF, EIF ( fig. 64), ont leur sommet placé a la circonfé-
rence et s’appuient sur le méme are, sont égaux, puisqu’ils
ont pour mesure la moitié du méme arc EAF compris
entre leurs cotés;

2°. Que Vangle BAC, dont le sommet est sur la cir-
conférence et dont les cotés AB.ct AC passent par les
extrémités d’'un diamétre BC, est droit, puisqu’il a pour
mesure la moitié de la demi-circonférence BGC comprise
entre ses cdtés, oule quartdela circonférence entiére (110).

"THEOREME.

115. L’angle BAC (fig. 65) dont le sommet est placé
dans le cercle, entre le centre et la circonférence, a pour
mesure la moitié de I'arc BC compris entre ses cotés, plus
la moitié de Uarc ED compris entre leurs prolongements.

Démonstration. — Si, par le point D, on méne la corde
DF paralléle au coté AC de I'angle proposé, on formera
I’angle BDF égal 4 I'angle BAC comme correspondant par
rapport a la sécante BD, ct ayant pour mesare la moitié
de I'arc BCF compris entre ses cotés , puisque son sommet
est placé sur la circonférence (112); mais les arcs ED ct
I’C étant égaux comme compris entre des cordes paral-
leles (108), il s'ensuit que 'are B, égal a BC + FC, sera
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aussi égal & BC + ED; et puisque sa moitié mesure
I'angle BDF ct, par conséquent , son égal BAC, ce dernier
aura aussi pour mesure la moitié de la somme des ares BC.
et ED, sommc équivalente a Parc BF; ce qui est I'énoncé
du théoréme. .

THEOREME.

116. L’angle BAC (fig. 66) dont le sommet est placc
hors du cercle, a pour mesure la moitié de la différence
des arcs BC et ED compris entre ses cétés, arcs dont Uun
tourne sa concavité vers le sommet, et l'autre sa convexité.

Démonstration. — En tirant, comme ci-dessus, par le
point D la droitc DF paralléle an c6té AC, on formera
I’angle BDF égal 4 BAC comme correspondant par rap-
port a la sécante AB, et ayant pour mesure la moitié de
P’arc BF compris entre ses cotés (112) ; mais, les ares ED
et FC étant égaux comme compris entre des cordes paral-
léles (108), il s’ensuit que 'arc BF, égal 4 BC—FC,
sera aussi égal 3 BC — EDj et puisque sa moitié mesure
P’angle BDF, et, par conséquent, son égal BAC, ce der-
nier aura aussi pour mesure la moitié de la différence des
arcs BC et ED, différence équivalente a I'arc BI'; ce qui
est I’énoncé du théoréme.

PROBLEME.

117. Elever une perpendiculaire & Uextrémité A d’une
ligne droite AB (fig. 64), sans la prolonger comme
Lexigerait le procédé du n° 30. '

Solution. — On prendra hors dc la ligne AB un point
quelconque O, duquel, comme centre et avec un rayon
égal A AO, on décrira unc circonférence de cercle BAH ;
par le point B, ot elle rencontrera la droite AB, et-par l¢
centre O, on tirera le diamétre BOC, qui déterminera sur
la circonférence un point C: la droite AC, qui joint ec
point & I'extrémité A dc la droite AB, sera la perpendi-
culaire demandée, puisque I'angle BAC sera droit (114).
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PROBLEME.
118. D’un point donné A; hors d’un cercle (fig. 67).
mener une tangente a ce cercle.

Solution. — On joindra avec le point A le point O.
centre du cercle donné, et 'on décrira sur AO, comme
diamétre, une circonférence de cercle qui rencontrera le
cercle BDB’ en dcux points I3 et B'; les droites BA et B'A,
qui joindront ces points avec le point donné A, seront
tangentes au cercle BDB'.

En effet, si 'on tire dans ce cercle les rayons BO et
B’O qui, dans le cercle BB’A scront des cordes, les angles
OBA et OB’A seront droits,, puisque leur sommet est sur
la circonférence de cc dernier, et que leurs cotés passent
par les extrémités de I'un de ses diameétres (114) : donc les
droites AB et AB' scront tangentes au cercle BDB' (103).

PROBLEME.
119. Par trois points A, B, C (fig. 68), qui ne sont

pas en ligne droite, faire passer une circonférence dc
cercle.

Solution. — S$i T'on joint les trois points A, B, C pa
deux lignes droites AB et BC, ces droites scront des cordes
du cercle qui passe par les points proposés. Klevant sur
le milieu de AB la perpendiculaire DE, ct sur le milien
de BC la perpendiculaire I'G, le centre O, qui doit étre
en méme temps sur l'une ct sur I'autre de ces perpendi-
culaires (105), ne pourra se trouver qu’a leur intersec-
tion, qui aura nécessairement lieu (47).

120. 1°r corollaire. — La construction précédente nc
donne qu’un scul point pour centre et quun scul rayon,
puisque les droites AO ct OC, étant égales & OB comme
obliques qui s'éeartent également des perpendiculaires
OD et OF, scront égales entre clles: il est donc évident
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quil n'y a quun scul cercle qui puisse, en eflet, passer
par les trois points A, B, C. ’

La question devient insoluble lorsque les trois points
A, B, C sont sur la méme ligne droite, parce que les per-
pendiculaires DE et GF sont paralléles (39), et, ne se ren-
contrant plus, n’indiquent plus aucun centre. Et, en effet,
aucun cercle ne peut passer par les points proposés, puis-
- que, s'il en passait un, ce cercle aurait trois points com-
muns avec une droite, ce qui serait contraire a ce qui a
¢té prouvé dans le n° 94.

121. 2¢ corollaire. — 1l suit encore de la méme pro-
position, que deux cercles ne peuvent avoir trois points
communs sans s¢ confondre; car si I'on fait sur ces trois
points la construction indiquée dans le probléme ci-dessus,
on trouvera que les cercles proposés doivent avoir le méme
rayon et leurs centres placés au méme point.

C’est pour cette raison que deux cercles ne peuvent se
rencontrer en plus de deux points.

THEOREME.

122. Deux cercles qui passent par un méme point de
la droite qui joint leurs centres n’ont que ce point de

commun, dans lequel ils se touchent par conséquent; et

réciproquement, st deux cercles se touchent, leurs centres
et le point de contact sont en ligne droite. )

Démonstration. — 1°. Si les centres O et Q' des cercles

AC et AC/ (fig. 69) sont situés tous deux du méme codté*

du point A commun a ces deux cercles sur la droite 0O/,
et' qu’on prenne un point quelconque M’ sur celui’ des
deux qui a le plus grand rayon, en joignant ce point avec
les centres O et O, on formera un triangle Q‘OM’ dans
'('qllc] on aura loujoul's

00'+4-0M' >0'M ou 0O’A;
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mais puisque O'A = 00’ + OA, on en conclura
00’ 4+ 0OM' > 00’ - 04,

et, par conséquent, OM’ > OA : le point M’ scra donc,
dans tous les cas, hors du cercle AC.

2°. Si les centres sont de diflérents cotés du point A,
en O et O” par exemple, le triangle OM’O” donnant
OM’” 4+ O"M" > 00" ou OA 4+ O”A, on en conclura

OM">0A,
puisque O"M” = 0"A; et, par conséquent, lc point M”
sera hors du cercle AC.

La proposition inverse , comprise dans 'énoncé, se d¢é-
montre en observant: 1°. Quesi les deux cercles AC et AC’
n’ont que le point A de commun, ct que leurs centres , au
lieu d’étre sur la droite OA , soient sur toute autre droite
O'M, en sorte que le centre du petit cercle se tronve en o.
on aura

0’0 +~0A>0'A, ou O0O'M;
retranchant de part et d’autre O’o. il restera
0A > oM,

ce qui est absurde, puisque oA, étant supposé rayon du
petit cercle AC. cst égal & om, nécessairement moindre
que oM'.

2°. Que si les deux cercles se touchent extérieurement
comme AC et AC”, il est évident quc la plus courte ligne
que I'on puisse mencr du centre de I'un a celui de P'autre
est égale 4 la somme des rayons, et que cette plus courte
ligne passe par le point de contact, puisque si I’on joignait
le point M’ a chacun des centres, la somme des droites
OM’", 0" M serait plus grande que celle des rayons; mais
la plus courte ligne que I'on puisse mener par deux points
€tant droite, la ligne OAO” sera donc une droite.

123. Remarque. — J'ai déja indiqué , dansle n” 22, les
conditions qui doivent avoir licu pour que deux cercles
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se coupent : elles sont vérifiées de nouveau par le théoréme
précédent; car on voit bien évidemment que les cercles
AC et AC’ cesseraient de sc toucher, et, a plus forte rai-
son, ne sc couperaient pas, si la distance des centres OO’
¢tait moindre quc la différence des rayons, et que si la
distance OO” surpassait la somme des rayons des cercles
AC, AC’, ccux-ci ne se toucheraient pas non plus.

Puisque les cercles AC, AC’, AC” ont leur centre et
leur poiut de contact A sur la méme ligne droite, la per-
pendiculaire AB, élevée sur cette ligne par le point A | les
touche tous a la fois (103).

De plus, il est visible que, quoiqu’on ne puisse mener
aucune droite entre le cercle AC et sa tangente AB, on
peut néanmoins y faire passer une infinité de cercles
différents (1).

PROBLEME.

124. Décrire un cercle qui touche en un point donné
A (fig. 70) une droite AB donnée de position, et qui passe
par un second point donné C.

Solution. — On élévera sur AB, par le point A, la per-
pendiculaire AO’; puis joignant les points A et C, on
¢lévera aussi sur le milieu de AC la perpendiculaire DO':
le point O, ot se rencontrent ces deux perpendiculaires, .
sera le centre du cercle demandé. ’

(1) Cest 12 ce qu'il faut entendre dans cette proposition, soutenue par
plusieurs géometres, que 'angle de contingence CAB, formé p&r le cexrcle
et la tangente, est moindre que tout angle rectiligne ou formé par deux
droites, quelque petit que soit ce dernier. La discussion ouverte & cet
égard n'est venue que de ce quon ne s'entendait pas sur le sene qu'on
attachait dans ce cas au mot angle. Ceux qui voulaicat y appliqaer la
notion tirée des lignes droites, voyant dans langle de contingence un
espace indélini CAB, compris entre le cercle AC et sa tangente AB, ne
pouvaient, avec raison, le regarder comme moindre que tout angle recti-
ligne, puisqu’on peut évidemment tirer par le point A une droite qui
passe entre les points C et B. Mais toute cette dispute, qui ne roulait que
sur les mots, tomba dans P'oubli dés qu’on s’apercut qu'elle n'intéressait
en rien les principes.
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En cllet, le centre de ce cerele doit se trouver sur la
droite AQ’, perpendiculaire & la tangente AB, et passant
par le point A, ot doit avoir licu le contact du cercle et de
la droite AB (103); il doit ¢tre parcillement sur DO,
puisque cette ligne est perpendiculaire sur le milieu de la
droite AC qui, joignant deux points A et C du cercle de-
mandé, en est unc corde (105) : donc il est au point O,
ou ces deux perpendiculaires se rencontrent.

PROBLEME.

125. Décrire un cercle qui touche en un point donné A
un autre cercle donné AE, et qui passe par un second

point donné C.

Solution. — On joindra,, comme dans le probléme pré-
cédent, les points A ct C ct la perpendiculaire DO/, élevée
sur le milieu de la corde AC, passera par le centre du
cercle demandé; on tirera ensuite par le centre O du cercle
AE, et parle point A, une droite qui devra contenir aussi
le centre du cercle demandé (122) : le point O’ on cette
droite prolongée, s'il cst nécessaire, rencontrera la droite
DO/, sera donc, dans ce cas, le centre du cercle demandé.

La construction ne changerait pas si le point donné C
passait en C’ dans I'intéricur du cercle donné AE; seule-
ment le cercle demand¢ serait enveloppé par celui-ci.

PROBILEME.
126. Décrire sur une ligne donnée EF (fig. 64) un

cercle tel, que tous les angles ayant leur sommet & sa
circonférence, placés du méme cé6té de cette droite et
s’appuyant sur ses extrémités, soient égaux a un angle

donné.

Solution. — On méncra par le point E la droite DM,
faisant avec EF un angle DEF égal a I'angle donné, et
dont I'ouverture soit tournée du méme coté que celle des
angles demandés; il ne s’agira plus que de construire, par
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le probléme du n” 124, un cercle qui passe par le point I,
ct qui touche en E la droite DM.

11 est évident, par le n” 114, que tous les angles EGI-.
EHF, FIF, ayant méme mesure que I'angle DEF, seront
égaux a I'angle donné.

N. B. — On énonce aussi ce probléme comme il suit :

Décrire sur une ligne droite EF un segment (ou unc

portion) de cercle EHFE, capable d’un angle donné.

THEOREME.

127. Deux sécantes qui partent d’'un méme point E
pris hors d’un cercle (fig. 71) étant prolongées jusqu’a la
partie de la circonférence la plus éloignée de ce point,
sont réciproquement proportionnelles a leurs parties
extérieures, c’est-a-dire que U'on a la proportion

AE : DE :: CE : BE,

dans laquelle une des sécantes et sa partie extérieure
forment les moyens, tandis que Uautre sécante et sa
partie extérieure forment les extrémes.

Démonstration. — En tirant les cordes AC et DB, on
forme les triangles AEC et BED qui sont semblables
comme ayant, chacun & chacun, deux angles égaux (65),
savoir : I’angle ACD et I’angle ABD, dont le sommet est
a la circonférence, et qui s'appuient sur le méme arc
AD (114), puis I'angle AED qui leur est commun. Compa-
rant leurs cotés homologues, on obtiendra la proportion

AE :DE :: CE: BE,
énoncée ci-dessus.

128. Remarque. — Si I'on congoit que la sécante EC
tournc autour du point E en s'avangant vers F pour se
dégager du cercle, les points C et D se rapprocheront sans
cesse, et la différence entre cette sécantc ct sa partie exté-
rieure deviendra de plus en plus petite; la proportion
ci-dessus nc eessant point pour cela d'étre vraie, il est
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naturel d’en conclure qu’elle aura encore lieu lorsque cette
différence sera nulle, c’est-a-dire lorsque la ligne CE étant
devenue la tangente EI", la partic extérieure sera devenue
égale a la ligne entiére. On aura, dans cc cas,

AE : EF :: EF : BE,

ce qui nous apprend que Ja tangente EF est moyenne pro-
portionnelle entre la sécante BE et sa partie cxtéricure A¥.

Cette proposition peut aussi sc démontrer a priori
comme il suit: Ayant tiré les cordes AT et BE ( fig. 72).
on a les triangles AEF et BEF, dans lesquels I'anglc E est
commun, et les angles EBIF et EFA sont égaux, comme
ayant leur sommet sur la circonférence et s’appuyant sur
le méme arc AF ;la comparaison de leurs cotéshomologues

donnera
AE : EF ;. EF . BE.

THEOREME.

129. Deux cordes AB et CD (fig. 73), qui se ren-
contrent dans un cercle, se coupent en parties récipro-
quement proportionnelles, c’est-i-dire que Uon a

AE : DE I CE: BE,

proportion dans laquelle les parties d’une corde forment
les extrémes, tandis que celles de Uautre forment les

moyens.

Démonstration. — En tirant les cordes AC et DB, on
forme les triangles AEC ct BED, qui sont semblables
comme ayant deux angles égaux chacun a chacun (65),
savoir : I'angle ACD et 'angle ABD, dont le sommet est
placé a la circonférence, ct qui s’appuient sur le méme are
AD (114), puis I'angle AEC ct.T’angle BED opposés par
le sommet. Comparant Jeurs cdtés homologues, on aura
la proportion

AE: DE :: CE: BE,
énoncée ci-dessus.
GEOMETRIR, 16° édit, 6
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N. B. — 1l est facile de reconnaitre que ce théoréme et
celui du n° 4127 ne sont que deux cas particuliers d’une
méme proposition, que 'on peut énoncer ainsi :

Lorsque deux droites qui se coupent rencontrent en
méme temps une circonférence de cercle, chacune en
deux points, les distances de leur point d’intersection, a
chacun de ceux ot elles rencontrent cette circonférence,
sont réciproquement proportionnelles.

130. Corollaire. — Sila corde AB passait par le centre
ou devenait un diamétre, et que la corde CD lui fiit per-
pendiculaire ( fig. 74), cctte derniére serait coupée en
deux parties égales (106), et la proportion

'~ AE:DE::CE:BE
deviendrait
AE: CE:: CE: BE,
puisque DE = CE: la droitc CE serait donc moyenne
proportionnelle entre les parties AE et BE du diamétre AB.

11 suit de la que pour trouver une moyenne propor-
tionnelle entre deux droites données M et N, il faut les
porter a la suite I'une de I'autre, de Aen E et de E en B,
puis décrire sur leur somme AB, comme diamétre, un
cercle, et élever au point E, ou elles se joignent, la per-
pendiculaire EC, qui sera la moyenne proportionnelle
demandée.

131. Remarque. — La proposition qui fait le sujet du
corollaire précédent résulte immédiatement de la pro-
priété du triangle rectangle démontrée dans le n°® 74;
car si I'on méne les cordes AC et CB, I'angle ACB étant
droit (114), on aura, par le numéro cité,

AE : CE :: CE: BE.
Le méme numéro donne encore cette proportion,
AE:AC:: AC: AB,

de laquelle il résulte que la corde menée par 'extrémité
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d’un diamétre est moyenne proportionnelle entre le dia-
meétre et le segment formé par la perpendiculaire abaissée
de I'autre extrémité de cette corde.

Par 14 on peut aussi trouver une moyenne proportion-
nelle entre deux droites données, en prenant la plus
grande pour le diamétre AB, portant la seconde de A en E,
élevant la perpendiculaire EC, ct tirant la corde AC, qui
sera , d’aprés ce qui précéde, la moyenne proportionnelle
demandée.

PROBLEME.

132. Partager une ligne AB (fig. 75) en moyenne et
extréme raison, c’est-a-dire de maniére qu’on ait la pro-
portion

AC:BC:: BC:AB,
dans laquelle BC, la plus grande des deux parties de la
ligne AB, est moyenne proportionnelle entre cette ligne
et Vautre partie AC.

Solution. — 11 faut élever a I'une des extrémités de la
droite AB la perpendiculaire AE, égale a la moitié de
cette droite, tirer BE du point E, comme centre, avec le
rayon AE, décrire un cercle ADF, et du point B comme
centre, avec un rayon égal a BD, décrire I'arc DC: cet
arc, coupant la ligne AB au point C, la partagera en
moyenne et extréme raison.

Pour le prouver, on prolongera BE jusqu’en F, et I'on
aura, par le n° 128,

BD : AB :: AB : BF,
d’ou I'on tirera
AB—BD:BF — AB:: BD: AB.

Mais
AB —BD — AB — BC = A(C;

et puisque, par construction, AE est la moitié dc AB, il

s’ensuit que
AB =2 AE =FD,
6.
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d’ou
BF — AB = BF — FD == BD == BC,

et, par conséquent,
AC:BC:: BC: AR,

proportion conforme i I’énoncé du probléme.

PROBLEME.

. 133. Décrire un cercle qui passe par deux points
donnés C et D (fig. 76), et qui touche une ligne droite
indéfinie AB donnée de position.

Solution. — On joindra les points C et D par unedroite
que I'on prolongera jusqu’a ce qu’elle rencontre ABen A ;
on prendra ensuitc une moyenne proportionnelle entre
AC et AD, par le procédé indiqué n° 131, et AE étant
cette moyenne proportionnelle, on la rapportera sur AB,
en décrivant du point A comme centre, avec un rayon égal
a AE, I'arc EF': le point I sera celui ou doit se faire le
contact de la droite AB et du cercle demandé. On pourra
donc décrire ce cercle suivant lec procédé du n° 119, ou
par cclui du n°® 124.

Cette solution se prouve en observant que la ligne AC
est une sécante, ct que la question se réduit a trouver sur
AB la position du point de contact, pour lequel on doit
avoir, d'aprés le n° 28,

AD: AF :: AF : AC,

d'ou il suit que la distance AF s’obtiendra en prenant une
moyenne proportionnelle entre AD et AC (1).

{1 Le probléme du numéro précédent et celui-ci sont susceptibles de
deux solutions. Dans le premicr, non-seulement la ligne BD ( fig. 95)
remplit les conditions de I'énoncé,, mais encore 1a ligne BF en tant que AB -
est moyenne proportionuelle entre BF et BD. \Voves VApplication de IAl-
gobre & la Géométrie.)

Dans le probléme ci-dessus, on peut porter la ligne AE { fig. 76) non-
seulement de A en F. mais du cdt¢ opposé, cn F'; on aura un second
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THEOREME. .
134. Lorsque des cordes AC, AT (fig. 74) partent de

la méme extrémité d’un diamétre AB, les secondes puis-
sances de leurs longuewrs sont proportionnelles aux
segments AE et AG compris sur ce diamétre, entre Uex-
trémité communc a toutes ces cordes et le pied de la per-
pendiculaire abaissée de I'autre extrémité.

Démonstration. — Puisque les cordes AC et AF sont
respectivement moyennes proportionnelles entre le dia-
métre AB et chacun des segments AE et AG (131), on aura

AC'= AB X< AE, AF'= AB X AG;
d’ou 'on conclura
AC’: AF  ::AB X AE: AB X AG,
ce qui se réduit a
AC’ : AF :: AE : AG,
cn omettant le factcur AB, commuu aux deux termes du
second rapport.

Des polygones inserits et circonserits an
cerele.

135. Remarques. — 11 est évident que puisqu’on peut
toujours faire passer un cercle par trois points donnés (119),
on pourra aussi faire passer un cercle par les sommets des
angles d’un triangle quelconque ABC ( fig. 77). Dans ce
cas, le triangle ABC est inuscrit au cercle, et le cercle est
circonscrit au triangle.

cercle qui touchera la droite AB en F’, et qui passcra par les points D et (..

Si l1a ligne DC devenait paralléle & AB, la construction indiquée ne
ferait plus connaftre le point 17 mais il est visible que, daus ce cas, la
perpendiculaire élevée sur le milicu de la corde DC, et qui passe par le
centre du cercle demandé, devenant perpendiculuire a la tangente AB,
détermincrait le point de contact F (103).
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Cejte propriété du triangle mel cn évidence celles qui
ont été démontrées dans les n** 36, 37 et 51. 1°. On voit
que la somme des trois angles du triangle est égale a deux
droits; car chacun d’eux a pour mesure la moitié de I'arc
compris entre ses cdtés, et la réunion de ces trois moitiés,
composant la demi-circonférence, est la mesure de deux
angles droits (110).

2°, L’égalité de dcux angles, A et B, entraine celle des
arcs opposés, CB et AC, respectivement doubles de ceux
qui mesurent ces angles (112) : les cordes des arcs CB et
AC, qui ne sont autre chose que les cotés opposés aux

angles A et B, seront donc égales (99). La réciproque de

cette proposition se prouverait aussi facilement.

3°. Enfin, le plus grand arc, lorsqu’il est moindre
qu’une demi-circonférence , étant toujours sous-tendu par
la plus grande corde, il s’ensuit évidemment qu’aun plus
grand des angles du triangle est opposé le plus grand de
ses cOtés.

PROBLEME.

136. Inscrire un cercle dans un triangle donné ABC
(fig. 78), c’est-a~dire décrire dans Uintérieur de ce triangle
un cercle qui ne fasse qu’'en toucher les trois ctés.

Solution. — On divisera en deux parties égales deux
quelconques des angles de ce triangle (111), A et B par
exemple; le point de rencontre O, des droites AO et BO
qui feront cette division, sera le centre du cercle demandé.

En effet, si 'on abaisse du point O une perpendiculaire
sur chacun des cdtés AB, AC, BC, les triangles AEO,
ADO seront égaux (34), ainsi que les triangles DOB et
BOF (34). Les deux premiers étant rectangles,, Pun en D,
l'autre en E, auront de plus les angles EAO, DAO égaux
comme moitiés du méme angle DAE, et le coté AO com-
mun; il en sera de méme des deux derniers qui sont rec-
tangles, I'un en D, I'autre en I, dans lesquels les angles

-
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DBO, FBO sont égaux comme moitiés d'un méme angle
DBF, ct le coté BO est commun : les deux perpendi-
culaires FO et FO sount donc égales a DO, et, par consé-
quent, e cercle déerit du point O comme centre, avee
un rayon égal a DO, nc fera que toucher chacun des ctés
du triangle ABC.

Comme on n’a fait usage que des angles A ct B, il faut
encore prouver qu'en combinant, avec I'un de ceux-ci,
T'angle C, on trouverait toujours le mnéme point O. Pour
cela, on joint le point O et le troisitme angle C par la
droite OC; I’égalité des triangles CEQ, CFO, rectangles
I'un en E, 'autre en I, ayant les cotés EO et FO égaux
entre eux, et le ¢oté CO commun (341), prouve que la
droite CO divise aussi I’angle C en deux parties égales.

137. Remarque. — Puisque par trois points on nc
peut faire passer qu’une circonférence de cercle, il est
évident que si I'on prenait au hasard un quatriéme point
D (fig. 77), ce point pourrait tomber hors du cercle ABC,
et alors il serait impossible d'inscrire dans un cercle le
quadrilatére ACDB; a plus forte raison, doit-il y avoir
des exceptions pour les polygones dont le nombre des
cdtés surpasse 4 (1).
) : THEOREME.

138. Toutpolygone d’un nombre quelconque de cotés,
lorsqu’il est régulier, c’est-a-dire lorsqu’il a tous ses an-
gles égaux et tous ses cotés égaux, peut étre inscrit ct
circonscrit au cercle.

Démonstration. —Soit le polygone ABCDEF ( fig. 79)
dont on supposc tous les angles ABC, BCD, CDE, ctc.,

(1) 11 est visible, par la seule inspection de la figure, que tous les
quadrilatéres tels que ACEB, dans lesquels la somme des angles opposés
Eet A est égale a deux droits (142), peuvent étre inscrits au cercle,
tandis que dans ACDB cctte somme surpasse deux droits pour les angles
C ct B, et se trouve moindre pour A et D (116).
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égaux cntre cux, ainsi que tous les cotés AB, BC, CD, etc.
1°. Le cercle qui passera par les sommets A, B, C, de
trois quelconques des angles de ce polygone, passera par
tous les autres; car si I'on méne, du centre O du cercle
ABC, les droites AO, BO, CO, DO, etc., les trois premiéres
scronl, par construction, rayons de ce cercle, et, par
conséquent, égales : les triangles isocéles AOB et BOC
scront aussi égaux comme ayant leurs cotés égaux chacun
a chacun, puisque, par hypothése, BC = AB; les angles
ABO et CBO étant égaux, chacun d’cux sera la moitié de
I'angle ABC du polygone : I'angle BCO, qui leur est égal ,
sera donc aussi la moitié de 'angle BCD égal 2 ABC par
hypothese; OCD sera I'autre moitié, et sera, par consé-
quent, égal & BCO. Cela posé, CD étant, par I'hypo-
thése, égal & CB, les triangles BCO et OCD auront, chacun
a chacun, un angle égal compris entre deux cétés égaux,
seront égaux (16) et donneront OD =0C; ainsi le point D
sera sur la circonférence du cercle ABC. On démontrerait
de la méme maniére que le point E et tous ceux qui le
suivent s’y trouvent aussi.

2°. Si 'on abaisse du point O. centre du cercle cir-
conscrit, et aussi du polygone inscrit ABCDEF, une per-
pendiculaive OG sur I'an quelconque AB des cdtés de ce
polygone, le cerele GH déerit du point O comme centre,
avee le rayon OG. et touchant. en vertu de sa construc-
tion, le coté AB au point G. touchera aussi chaeun des
autres dans leur milicu: car si du point O on abaisse sur
le cotd B, conséentif a AB. la perpendiculaire OH, les
triangles OBG et OBH. rectangles I'ua en G. autre en H,
avant de plus Fangle GBO égal & OBH. et I'hypoténuse
OB commne, seront dgaun (34: ils donneront, par
conadquent, (G~ ORL: e cercle GH touchera done BC
en HL point gqui est e milica de BCL puisque les obliques
OB et O sont dgales. Le adnwe raisonnement fera voir
que ce verede touche parvillement chacun des autres cdés.
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139. Remarque. — Les angles AOB, BOC, COD, etc.,
formés par les rayons menés du centre O du polygone a
chacun de ses angles, se nomment angles au centre,
pour les distinguer des angles & la circonférence, ABC,
BCD, CDE, etc. Tous les angles au centre d'un méme
polygone régulier sont égaux, et leur somme étant équi-
valente a quatre droits (13), chacun d’eux est égal a cette
somme, divisée par le nombre des angles ou des cdtés du

polygone proposé (1).
THEOREME.
140. Les polygones réguliers d’un méme nombre de
cdtés sont semblables, et leurs contours sont entre eur

comme les rayons des cercles auxquels ils sont inscrits
ou circonscrits.

Démonstration. — 1°. Ces polygones ont leurs angles
égaux chacun a chacun; les ¢6tés du premier étant égaux
entre eux et ceux du second étant aussi égaux entre eux,
les uns et les autres sont tous dans le méme rapport, et,
par conséquent, proportionnels entre cux : les polygones
sont donc semblables (87).

2°. Les angles AOB et aob étant égaux, ct les triangles
AOBetaob étant d’ailleurs isocéles, seront semblables (66):

ils donneront
AB :ab :: AO: ao;

et les contours des polygones ABCDEF, abcdef étant
entre eux comme leurs cotés homologues AB et ab (93).
seront, d’aprés cctie proportion, dans lc rapport des
rayons AO ct ao des cercles dans lesquels ces polygones
sont inscrits.

La similitude des triangles AGO et ago, rcctangles

(1) N ne #’agit ici que des polygones dont le périmétre est terminé dans
la cireonférence du cercle; mais I'opération indiquée i la fin de la notc
de Ia page 65 peut en produire qui ne se formeront qu'aprés avoir par-
courn eefte circonférence un nombre de fois aussi grand qu'on le voudra.
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I'un en G ct Pautre en g, est évidente a cause de 'égalit¢
des angles BAO et bao, et donne

AO: o :: 0G: og,
d’ou I'on conclut

AB:ab :: 0G : og.
Il en résulte, par conséquent, que les contours des deux
polygones proposés étant proportionnels a leurs cotés
homologucs AB ct ab, le seront aussi aux rayons OG et og
des cercles auxquels ils sont circonscrits.

PROBLEME.
LM, Un polygone d’un nombre quelconque de cétés

étant inscrit au cercle, inscrire dans le méme cercle un
second polygone d’un nombre de cétés double de celui
des c6tés du premier, et trouver la valeur de U'un des cétés
du second.

Solution. — Soit AB ( fig. 80) I'un des cdtés du premier
. polygone, et AOB I'angle au centre de ce polygone; on
divisera cet angle ou I'arc AB’B qui le mesure, en deux
parties égales (111) au point B’; et les droites AB’ et B'B,
égales entre elles, seront évidemment deux cotés contigus
du nouveau polygone.
Pour trouver la valeur de AB/, il faut prolonger le rayon
B'O jusqu’cn D; on aura alors (131)

AR = BD x ﬁ;
mais comme B’E = B'O — EO, que dans le triangle AEO,
rectangle en E, le cdté EO= \/'A__?——_A——E’, et que
AE = ! AB, B'O= AO, B'D = 2 AO, on en conclura
B'E = A0 —\ AO’ — (L AB),,
W' = 210[40 — 30— 1 ABY].

Si P'on prend pour mesure commune ou pour unité le
ravon AQ du cerele dans lequel sont inscrits les polygones
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proposés, on aura AO =1, et il viendra

AB "= 2[1— V1 — ($AB}]

Si I'on partageait au point B” I'arc AB’ en deux partics
égales, on aurait de méme

AB”? —2[:—\/1—- 5 B’)J

pour le coté du polygone qui cn contient le double de
celui qui le précéde; et ainsi de suite.

142. Le plus simplc des polygones réguliers, aprés le
triangle équilatéral, est le quadrilatére dont les angles ei
les cbtés sont égaux. Ce polygone se nomme carré.

La somme de ses quatre angles intérieurs valant, d’aprés
le n° 82, quatre angles droits, et tous étant égaux, chacun
d’eux sera droit; ainsi le carré ABCD ( fig. 81) a ses
quatre cotés AB, BC, CD, AD égaux, et ses quatre angles
A,B,C,D drous.

143. Remarques. — Le carré est évidemment un pa-
rallélogramme (79) qui a ses quatre angles égaux, et ses
quatre cotés égaux; il ne faut pas le confondre avec lc
parallélograinme qui n’a que ses c6tés égaux, et dont les
angles sont inégaux : ce dernier, dont la fig. 82 repré-
sente un cas, se nomme rhombe ou losange.

Quand les cétés contigus sont inégaux, mais que les
angles demeurent droits, le parallélogramme étant rec-
tangle se nomme simplement rectangle : ABCD ( fig. 83)
cst un rectangle.

Il est visible que tout rectangle peut s’inscrire dans
un cercle; car les diagonales AC et BD, étant égales dans
ce cas, s¢ couperont en un point O également éloign¢
des points A, B, C, D, puisqu’en général AO =0OC.
DO = OB (80); et, par conséquent, ccs points se trou-
veront sur la circonférence du cercle déerit du point O
comme centre, avec un rayon égal a AO
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PROBLEME.
144. Construire un carré sur une ligne donnée AR

(fig. 81).

Solution. — 1l faut élever sur les extrémités A et B de
cette droite deux perpendiculaires AD et BC, que I'on
fera égales a AB; joignant leurs extrémités C et D par une
droite, on aura le carré demandé ABCD.

En cffet, les cotés AD et BC étant paralléles et égaux,
il en sera de méme des cotés DC et AB (54): les angles
ADC et BAD, internes d’'un méme c6té, valant ensemble
deux droits (47), et le second étant lui-méme droit par
construction, le premier sera droit aussi; on prouvera la
méme chose pour BCD, en le comparant avec ABC.

PROBLEME.

145. Inscrire dans un cercle les po{ygones de 4,8,
16, 32, 64, etc., cotés.

Solution. — La question sc réduit & inscrire d’abord
celui de quatre cotés, puisque les autres se formeront par
son moyen, d’aprés le n® 141.

Pour inscrire dans le cercle ABCD ( fig. 84) un carré,
il faut, perpendiculairement 4 un diamétre quelconque
AC, en élever un autre BD, cc qui déterminera sur la
circonférence quatre points A, B, C, D, lesquels, étant
joints par des droites , formeront le carré demandé.

Eneffet,les angles ABC, BCD, etc., sont tousdroits(114),
et les cotés AB, BC, CD, AD sont égaux comme étant les
hypoténuses des triangles rectangles AOB, BOC, COD,
DOA, visiblement égaux entre eux (16).

Le triangle rectangle AOB donnant

AB'= A0’ + BO’ = 240"
puisque AO = BO, on en conclura

AB= AOV2;
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et en prenant le rayon AO pour unité, il viendra seule-
ment

AB =2 (1).
Si I'on substitue cette valeur dans celle de AB’ (141),

(1) Le procédé pour obtenir AB étant rigoureus, il s’ensuit que la Géo-

métrie donne exactement la grandeur de I'incommensurable y/2, que 'on
ne peut obtenir que par approximation avec le secours des nombres : mais
il faut observer qu’alors le nombre cherché n’est que ’expression du rap-
port de AB avec AO; et #’il était possible d’effectuer avec une exactitnde
rigoureuse, sur ces lignes, 'opération indiquée dans le n° 8, elle ne
finirait jamais; car aucuve droite, quelque petite qu’elle soit, ne peut
les mesurer en méme temps I'une et I'autre.

Cette incommensurabilité de la diagonale avec le c6té du carre, 3 la-
quelle, par une exagération assez singuliére, Platon (des Lois, livre vu,
vers la fin) attachait une importance telle, qu'il regardait comme indigne
du nom d’homme celui qui l'ignorait, se trouve démontrée & la fin du
dixiéme livre des Eléments ’Euclide, et dans plusicurs des traités mo-
dernes.

Voici comment John Leslie I’établit, en terminant le v® livre de ses
Elements of Geometry :

8oit ABC ( fig. 8§ *) un triangle rectangle isocéle, moitié d’un carré;
qu’on porte le c6té AB sur la diagonale AC, de C en E, qu'on tire BE, et
que, par le point E, on méne EF perpendiculaire sur AC, on verra que
le triangle BEF est isocéle; car si des angles droits CBF et CEF on re-
tranche les angles égaux CBE et CEB du triangle BEC, isocéle par construc-
tion, il reste les angles EBF et FEB égaux: donc EF = BF. De plus,
Pangle BAC ou FAE étant la moitié d’un droit, il en est de méme de
Pangle AFE : donc le triangle AEF est isocéle; par conséquent EF = AE,
et est << AF. Ainsi ’excés AE de la diagonale AC sur le cité AB est contenu
dans ce c8té deux fois avec un reste.

Soit AH ce reste ; comme il est dans le triangle rectangle et isocéle AEF
ce qu'est AF, dans le triangle ABC, il sera donc contenu dans AE deux
fois avec un reste. Soit AL ce nouveau reste, et AHI le triangle rectangle
et isoctle construit sur AH comme cdté; le reste AL sera de méme contenu
dans AH deux fois avec un reste, et ainsi de suite, sans que jamais ’opé-
ration puisse &tre terminée, quoique les restes aillent toujours en décrois-
sant : donc AC et AB n'ont point de commune mesure. '

La suite des égalités
AC= AB -+AE, .

AB = 2AE + AH,
AE=2AH+ AL,
etc.

““swrnit- des approximations du rapport de AC avec AB, d'antant plus
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puis cette derniére dans celle de AB”, et ainsi de suite, on
aura successivement la longueur des cdtés des polygones
de 8, 16, etc., cdtés, rapportée a celle du rayon du cercle.
PROBLEME.
146. Inscrire dans un cercle les polygones de 3, 6,
12, 24, 48, etc., cétés.
Solution. — Le cdté de ’hexagone régulier s'offre le

exactes qu'on la pousse plus loin ou que le reste qu'on néglige est plus
petit. Si c’est au reste AL que I'on s'arréte, on trouvera

o _ _ AC_ 1y
AH=12AL, dou AB=12AL, AC=17AL et A8 =11

Cette méme suite conduit A une fraction continue d’une forme trés-
remarquable. On a d’abord

AC_, | AE
AB = 't aw .
puis on obtient
E_ AE _ 1
AB—aAE-t-AH—Q AR’
+AE
A_H_ AH _ 1
AE—aAu+AL‘2 AL’
*iH
ete., .

en divisant les deux termes de la seconde fraction de chaque ligne par le
numérateur de cette fraction.
De 1a on conclut facilement que

_A_(_)_l+ L 1
ABT +AB—'—'-2 T
AE +2__+AL
g6 . AH
et, en généra
bl ’ A_(:_l '
AR -+ I y
2+ n
2+a-r-etc.

expression.qui ne saurait jamais s'arréter, mais qui, par le procédé tn-
diqué en Arithmeétique, donne les approximations successives -

3» Z.’ -:—;a %a 2—_2, ete.,

et qu'on treuve awesi dans le Complément des Blements &'Algdbre. .
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premicr; il est ¢gal au rayon du cercle circonscrit. En
effet, dans ce polygone, I’angle au centre AOB ( fig. 85)
étant la sixiéme partie de quatre droits, est égal 4 £ ou 2
d'un seul; retranchant cette quantité de deux droits, il
reste 2— 3 ou les § d'un droit pour les deux autres angles
BAO, ABO, égaux d’ailleurs entre eux, cc qui fait encore
! d’angle droit pour chacun : le triangle ABO ayant ses
trois angles égaux scra nécessairement équilatéral (37),
et donnera, par conséquent, AB = AO.

On inscrira donc un hexagone dans un cercle en por-
tant le rayon du cercle six fois sur sa circonférence, et en
joignant par des droites les points de division consécutifs.
En prenant AO =1, on aura AB=1, et 'on s’élévera,
par le moyen de cette valcur et des formules du n® 141,
aux valeurs des cotés des polygones inscrits, de 12, 24,
48, etc., cotés.

Pour parvenir a la valeur du coté du triangle équila-
téral inscrit ACE, il suffit d’observer que ce triangle sc
forme en joignant par des droites les angles de I'hexagone
pris de deux en deux, et que le triangle ACD, rectangle
en C (114), donne

AC = VAD' — CD’' = \/;A_O)’— A0 = AO /5;
v

ct, en faisant AO-= 1, il viendra
AC = ﬁ-

PROBLEME.

A47. Inscrire dans un cercle les polygones de 5, 10,
20, 40, etc., cotés.

Solution. — On trouve premiérement le cété du poly-
gonequi en a dix, ou dudécagone, en prenant le plus grand
desdeux segments du rayon partagé en moyenne et extréme
raison (132).

En effet, dans ce polygone, I'angle au centre AOB
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(fig. 86) est la dixiéme partie de quatre droits ou les
d'un seul; il lesle pour les angles ABO et BAO, 2 —:
d’angle droit ou %, ce qui donne ¢ pour chacun : I'angle
BAOQ est donc double de 'angle AOB. Si 'on meéne AG,
qui fassc avec AB I'angle BAG égal a AOB, les deux
triangles ABG ct ABO, ayant encore un angle commun B,
seront semblables (65) et donneront

BG : AB :: AG : AO;

o

or, le triangle ABO étant isocéle, le triangle ABG le sera
parcillement : on aura donc

AG = AB.

De plus, 'angle BAG, étant égal a AOB, sera la moitié de
BAO; I'autre moitié GAO sera, par conséquent, égale &
AOB, ce qui donnera (37)

GO = AG = AB;
ot la proportion précédente, devenant alors
BG : GO :: GO :BO,

montre que le rayon BO est en effet partagé, au point G,
en moyenue et extréme raison. et que AB est égal au plus
grand des deux segments.

Si U'on joint par des droites les angles du décagone,, pris
de deux en deux. on aura le pentagone. Je ne m'arréterai
pas & calculer le edté du décagone, parce que cette re-
cherche est plus curiense quiutile.

AR, Remargue. — On a di sapercevoir facilement
que Uinseription des palygones dans le cercle revenait a
la division de la civcontérence en un certain nombre de
parties dgales. IN procedes indiques pour inscrire les
pabigones de 4. 8,16, 33, ete.. oles, ceux de 3, 6, 12,
4. ete, coux de 3, e, 20, §o. et serviront a diviser
la civentérence: dun cerele, suivaut kes nombres de ces
diverses progressions.
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1l est & propos de remarquer que P'on peut aussi la
diviser suivant la progression 15, 30, 60, ctc., parce
que le polygone de six cdtés donnant la sixiéme partie
de la circonférence, et cclui de dix en donnant la dixiéme
partie, la différence des arcs sous-tendus par les cotés de

ces polygones sera égale a ;{ — ;4 de la circonférence, ce
qui revient a ;5. En portant donc de A en H le rayon du
cercle, P’'arg BH scra cette 15¢ partic, et sa corde sera le
cdté du polygone de 15 cotés, ou du pentédécagone. Au
moyen de la division continuelle des arcs en deux parties
égales, ou de leur bissection, on obticndra les polygones

de 3o, 6o, etc., cdtés (1).

PROBLIEME.

’ i el
149.' U,n po{ygon.e régulicr d’un nom{ne quelconque
de cétés étant inscrit dans un cercle, circonscrire & ce
cercle un polygone régulier du méme nombre de cétés ;
et réciproquement, le polygone circonscrit étant donné,
construire le polygone inscrit.

Solution. — Soit abede ( fig. 87) le polygone pro-
posé; on tirera les rayons Oa, Ob, Oc, etc., a lex-
trémité desquels on élévera les perpendiculaires AE,
BA, CB, etc.: l'ensemble de ces perpendiculaires qui
toucheront la circonférence du cercle abede sera le
polygone demandé.

En effet, les triangles @A, bBc, ¢Cd, etc., sont tous

(1) Ces divisions de la circonférence du cercle ne sont plus les scules
que I'on puisse cflectier géométriquement. M. F. Gauss, dans un ouvrage
intitalé Disquisitiones arithmetice { publié en 1801 4 Leipsig, et traduit
en francais par M. Delisle), a prouvé que I’on peut opérer ainsi la divi-
sion em 2* + 1 partics, lorsque ce nombre est premier.

En faisant successivement n égal 4 o, 1, 2, on trouve les divisions en
2, 3, § parties; et pour obtenir de nouveau un nowmbre premier, il faut
prendré n=§, d'ol résulte la division cn 17 parties, dont il y a aussi
. une démonstration particuliére, mais qui nest pas de nature A trouver

place icl. Tous ces cas se raménent & des équations du second degré.
(Vayes le Complément des Eléments d'Algébre.)
ckomETRIE, 16° ddit. V]
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- égaux et isocéles, parce que les cotés ab, be, cd, ctc.,
sont égaux, et que les angles Aab, Aba, Bbc, Bcb,
Ced, Cdc, etc., formés sur ces cotés, comprenant des
arcs égaux ab, bc, cd, etc., sont aussi égaux (114). On
aura donos:

1°. aAb = bBe=cCd=...,
2°, aA=Ab=Bb=Be=cC=Cd=.. ;

d’ott I'on conclura

AB=2Ab, BC=2Bec, CD=2Ci=.. ,

et, par conséquent,
AB=BC=CD=.... "

Le polygone ABCDE, ayant donc ses angles égaux ainsi
que ses colés, scra tel qu'on le demande.

On déduira le polygone inscrit du pelygone circonscrit
¢n joignant les points @, b, ¢, d, etc., qui sont les
milieux des cotés de ce dernier, et daus lesquels il touche
la circonférence.

Pour s’en convaincre, il suffit d’obscrver que les
triangles aAb, bBc, cCd, etc., sont maintenant égaux
comme ayant un angle égal compris entre deux cotés
égaux chacun a chacun, puisque les angles A, B, C, etc.,
sont ceux d’un polygone régulier, et que aA , Ab, bB, etc.,
sont les moitiés des cotés AE, AB, BC, etc., égaux entre
eux. Il résulte de la que les cdtés ab, be, cd, ete., sont
égaux, que les arcs qu’ils sous-tendent le somt aussi; et
que, par conséquent, les angles abc, bed, etc., dont le
sommet est a la circonférence, ct qui comprennent entre
leurs cétés un méme nombre de ces arcs, sont égaux
entre eux (114). Le polygone abcde, ayant ses auglls et
ses cOtés égaux, est donc le polygone inscrit demandé. .

On pourrait aussi former le polygone inscrit a'¥/ ¢/ d"¢’.
qui ne différe de abcde que par sa position
droites AO, BO, CO, etc.,d¢
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conscrit ARCDE au centre du cercle inscrit, et joignant
les points a’, b/, ¢/, ctc., ou ces lignes rencontrent la
circonférence de ce méme cercle. En effet, puisque
AO =BO0,a'0=1>5'0, on aura

A0 :4'0 ::BO: b0;

par conséquent, la droite a’d’ scra paralléle & AB (60),
‘et les triangles AOB, a’Ob’ seront semblables; il en
sera de méme de BOC et de &' Oc’, et ainsi de suite : les
cotés a'b’, b'c’'y ¢'d', etc., élant homologues 2 AB, BC,
CD, etc., scront donc nécessairement égaux entre eux; et
I'on prouvera, comme ci-dessus, qu'ils comprennent des
angles égaux.

130. Corollaire. — On peut trouver, d’aprés ce qui
précéde, la valeur du cdté AB du polygonc circonscrit.
En effet, les droites Aa et Ab étant égales (149), ainsi
que Oa et Ob, la ligne AO est perpendiculaire sur le
milieu, G, de b (29), et les triangles OGa et OAa sont
semblables, comme ayant chacun un aungle droit, I'un en
G, 'autre en a, et un angle commun en O. On tire de 1a

. 0G:0a ::aG :aA,
ou

0G : Oa :: +ab: LAE,
pifis _
ab 3 Ou

AE oun AB = —/]/——,
VOa'— (Lab)

en observant que le triangle rectangle OGa donne

0G,= \r/(—)—az—— aG'= \/'O—az—- (%—al)j".

481. Remarque. — 11 est important d’observer qu’'a
mesure quon multiplie les cdtés du polygone inscrit,
son contour augmente, tandis que celui du polygone
-cipgonscrit diminue dans la méme circonstance. En cffet,

nilieu @’ de I'arc aa’b ( fig. 88) on tire les cordes
"o aura deux cdtés consécutifs du polygonc

7

22 HEON
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inscrit, d'un nombre de c¢otés double de celui des cotés
du polygone auquel appartient ab. Tirant cnsuite A’B’
perpendiculaire sur a'O), les droites aA’, A’a’, a'B’, B'b
seront des demi-cotés du polygone circonscrit correspon-
dant a celui dont aa’ fait partie (149). Maintenant il est
visible que les portions aAb, aA’B'b, ab, aa’b seront
contenues dans les polygones dont elles font partie, au-,
tant de fois que P'arc aa’b l'est dans la circonférence
entiére, et seront, par conséquent, des parties semblables
de chaque polygone; ct puisque aa’+a'b>ab, le
contour du second polygone inscrit surpassera celui du
premier. Ensuite, de ce que A'B' <TAA'+ APB/, il ré-
sulte (15)

aA'B' b < aA + bA,
et que, par conséquent, le contour du second polygone
circonscrit est moindre que celui du premier.

Cela posé, puisque le¢ polygone inscrit, toujours
moindre que le polygone circonscrit correspondant, aug-
mente de contour quand on multiplie ses c6tés, tandis
que celui-ci diminue, il ¢n résulte que la différence
entre les deux polygones décroit aussi dans la méme
circonstance. On peut méme, quelque petite que soit
la quantité donnée J, trouver deux polygones, I'un in-
scrit, 'autre circonscrit, tels que la différence de leurs
contours soit moindrc que cette grandeur. Pour s’en
convaincre, il faut se rappeler que les contours de deux
polygones réguliers d'un méme nombre de cétés sont
entre eux comme les rayons des cercles auxquels ils sont
circonscrits (140); car, si I'on désigne par P le contour
du polygone ABCDE ( fig. 87), et par p celui du poly-
gone abcde , on aura

P:p:i0a:0G;
d’ou 'on conclura

P—p:P::0a—0G:0a, e P—p=C"2"0
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Mais rien ne s'oppose a ce que 'on rende a'O plus petit
que telle grandeur donnée qu’on voudraj car, ayant porté
sur le rayon Oa’ une partie a’G de la petitesse demandée,
et tiré la corde ab, si I'arc aa’b n'est pas aliquote de la
circonférence, il n'y aura qu'a prendre une partie ali-
quote moindre que cet arc, et la ligne analogue & a'G
sera encore plus petite.

On peut donc, en muliipliant autant qu’il sera né-
cessaire les cotés du polygone inscrit, rendre la quan-
tité P — p aussi petite qu'on voudra.

182. Corollaire. — Puisque, d’aprés ce qui précéde,
les contours des polygones circonscrits diminuent sans
cesse & mesure qu'ils approchent de la circonférence du
cercle, tandis que ceux des polygones inscrits aug-
mentent toujours dans la méme circonstance, il est vi-
sible que la circonférence du cercle est moindre que le
contour du polygone circonscrit, et plus grande que celui
du polygone inscrit. Cette circonférence différera donc
moins de I'un quelconque de ces contours, quils ne
different entre eux, ct 'on pourra, par conséquent,
trouver un polygone, soit inscrit, soit circonscrit, tel
que la différence entre son contour et la circonfé-
rence du cercle soit moindre qu'une grandeur donnée,
quelque petite qu’elle soit.

C’est sur cette propriété que repose le procédé qu’Ar-
chiméde employa pour parvenir a déterminer d’une
maniére approchée le rapport de la circonférence au
diameétre ; et jen ferai un usage semblable, lorsque
j’aurai montré que ce rapport est le mémc dans tous les
cercles : pour cela, j'établirai un théoréme qui pourra
s’appliquer a toute proposition du genre de celles que jai
a démontrer. L.

THEOREME.
A83. Si dewx grandeurs invariables A ct B sont telles,

qu'on puisse prouver que leur dgﬁ},‘rcncc A —B est
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moindre qu’une troisitme grandeur d, quelque petite
que puisse étre cette derniére, ces deux 'grandeurs sont
égales entre elles.

Démonstration. — En eflet, si elles étaient inégales,
on aurait nécessairement A — B =D, D marquant leur
différence : il ne serait donc pas possible de prendre ¢
au-dessous de D, et, par conséquent, aussi petit qu’on
voudrait.

Observation. — 11 faut bien faire attention, dans la
proposition ci-dessus , au mot invariable ; car on peat

bien trouver, par exemple, une expression de ya qui dif-
fére de la vraic d’une quantité moindre que telle autre
qu’on voudra, sans cependant arriver jamais & la valcur

exacte de y2 ; mais les résultats changent & chaque nou-
velle approximation, tandis que les grandeurs A et B
ne sont susceptibles I'une et l'autre que d'une seule
détermination. :

THEOREME.

A54. Les circonférences des cercles sont entre elles
comme leurs rayons ou leurs diamétres.

Démonstration. — Quel que soit le nombre de leurs
€btés , pourvu qu'il soitle méme dans I'un et dans I'autre,
les contours de deux polygones réguliers étant entre
eux comme les rayons des cercles dans lesquels ils sont
inscrits, si 'on désigne par p et p’ ces contours, et par
R et R’ les rayons des cercles correspondants, on aura

’ RI * .
f)— =g et de plus, on peut concevoir que le nombre
des cdtés des polygones soit tel, que la différence entre
leur contour et la circonférence du cercle dans lequel

chacun d’eux est inscrit soit au-dessous de telle gran-
s .. c’ .
deur quion voudra. Si donc T est le rapport des cir--



DE GEOMETRIE. 103

, v ¢ !
conférences, la différence entre les rapports = et z,
¢ »p
Je 3 A e 13 Y . ’
s'il en existe unc, pourra étre réduite a tel degré de pe-

titesse qu'on voudra. Cette différence étant aussi celle
/ 7 ’ ’

des rapports invariables Cak , puisque g— =g’on

C R

peut prouver que la diflérence entre les quantités inva-
. ¢’ R
riables = et R st au-dessous de toute grandeur donnée :

C
on aura donc, par la proposition précédente,
/ 7
g:%, ou C:C::R:R’;

ce qui donne aussi
* C:C'::2R:2R’, ou ::D:D,
en appelant D et D’ les diamétres des cercles pro-
posés (1).
155. Corollaire. — La proposition précédente fait voir

que le rapport de la circonférence au diamétre est le
méme dans tous les cercles, ct qu'on peut, au moyen

(1) Ceci pcut se prouver immeédiat t de plusievrs maniéres, par
des raisonnements analogues & ccux du n° 58, cn observant que, quelque
peu diffcrents que soient I'un de Pautre deux cercles, on peut toujours
coucevoir un polygone régulier plus grand que l'un et plus petit que
Pautre. Cette proposition, qui résulte évidemment de celie du n° 182,
a été présentée par Euclide (liv. XI1, proposit. 16) sous une forme trés-
élégante. Cet auteur suppose qu'on ait décrit les deux cercles d’un centre
commun O’ ( fig. 89). 11 est visible alors que si I’on méne la tangente MN
au cercle intérieur, et qu'on prenne sur le cerele extérieur une partie
‘aliquote moindre que 'arc MQN), le polygone D'E’'F'G’H' construit sur
cette partie n‘atteindra point la circonférence du petit cercle.

Voici commcent Maurolycus, autear d’'un Commentaire trés-estimé sur
Archiméde, imprimé & Panorme en Sicile, sous la date de 1685, s’est
servi de celte remarque (‘pages 5 et suivantes) pour démontrer la propo-
sition ci-dessys :

Si Pon n’avait pas C: C' :: DO : d'0’, mais C: C':: DO : D'0’, D'O’
étant > d'0’, on déerirait sur D’ O’ un cercle concentrique au cercle C’,
et 'on inscrirait dans le premier un polygone D’'E'F'G'H’ qui n"atteignft
pas e second : comparant cc polygone & son correspondant DEFGH dans
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de ce rapport, calculer la longucur d'une circonférence
dont on connait le rayon. En cffet, si @ désigne ce rap-
port, ou, ce qui revient au méme, la circonférence du
cercle dont le diamétre est pris pour unité, on aura cette
proportion :
1:w::2R:C,

de laquelle on tirera

C

—=27R, et R =—,

2w
formules avec lesquelles on calculera la circonférence C,
lorsque le rayon R sera donné, ou le rayon quand on
connaitra la circonférence.

PROBLEME. .

156. Trouver le rapport approché de la circonfé-
rence aw diamétre.

Solution. — 11 est évident, par le n° 152, qu'on ré-
soudra cette question, en calculant, dans une des suites

le cercle C, et désignant les contours respectifs de ces polygones par p’

et p, or aurait
DO:D'O ::p:p!,

C:C:up:p,

d’od il suivrait

ce qui ne peut étre, puisque C>p, C' <p’.
On ne peut pas supposer non plus que C: C’ :: DO : X, X étant < 2/0’;
car le renversement de cette proportion donnerait

C':C:X:DO,
X:D0:d'0':2, .
C:C:ud0:2Z;

et posant

il en résulterait

mais, par I'avant-derni¢re proportion, on aurait Z> DO, i cause de
X < d'0'. Ainsi, dans la derniére, le quatri¢éme terme surpasserait le
rayon de Ja circonférence qui forme le second terme, ce qui a été prouvé
absurde dans le premier cas de la démonstration. o

L’avantage qu'on peut trouver a cc tour de démonstration, qui est,
comme on le voit, trés-ancien, c’est qu’il met en quelque sorte sous les
yeux le polygone qu'il faut considérer.

e e SR o el ol 2k
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de polygones qu’on sait inscrire, le contour d'un cer-
tain nombre des premiers et le contour des polygones
circonscrits correspondants. On aura, par ce moyen,
deux suites de nombres, les uns plus petits que la circonfé-
rence, les autres plus grands; et 'on s’arrétera lorsque la
différence des nombres correspondants des deux suites
sera devenue moindre que le degré d’approximation qu’on
veut obtenir dans la valeur de la circonférence. Je vais
appliquer acetterecherche les polygonesde 6, 12, 24, etc.,
cotés, inscrits et circonscrits au cercle dont le rayon
égale 1.

Soient d’abord @ le c6té d'un polygone inscrit quel-
conque, A celui du polygone circonscrit correspondant,
a'.enfin celui du polygone inscrit comprenant le double
de cotés du premicr; on aura (150)

a a
BT =T

et (141)
_ a':\/Q(l — \/_:%_a’:\/z—-vr—__a’

En commencant par I’hexagone inscrit,oua =1, on

2 . . . )
trouvera A = = Le contour de I'hexagone inscrit sera,

par conséquent, 6, celui de 1'’hexagone circonscrit :/—23;
et la circonférence se trouvera comprise entre ces deux
nombres : on obticndra des limites plus resserrées en
passant aux polygones réguliers de 12 cdtés et aux suivants,

Soient donc a’, a”, a”, etc., les cotés des polygones
inscrits de 12, de 24, de 48, ctc., cdtés, A/, A7, A", etc.,
les cdtés des polygones circonscrits correspondants: le
rayon du cercle étant 1, sa circonférence sera 27 (158);
et si, pour abréger, on pose

!t 7 N | 2 Mmoo —_ n
r—T\/4—“2’ v =VE—a" =iVh—a",. .
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on aura, par les formules précédentes,

A =

a = \/2 — \/3,

W =y2—2r, A"
a” = \/2 — 27/, A"
ctc.

1’ - >i124d
7’ <12 A’
a_/'/’ 2"§>24ﬂ”
v | <24A
@, (>
rl/l’ <48AIII

Ontrouvera successiv‘cment Vi=1 ,732050807568877 (1),

al

r
a
”
a

w

!
"
»

“l\

'AI

=o,
=o,
=0,26

= 0,991444861374

=o,

0,999866137909
0,016362279208
0,999906533917
0,008181208052
0,999991633444
0,00§09o612582

o
0.002045307361

= 0.99999947 7089
= 0,00102265381 4

s

= 0.999099869272

== 0,00051132602§

uuuuuuu

12288 a*t = 6,2831852
© 12288 A = 6,283:1854

124’ =6,2116571
12A’ =06,4307806
24a” =6,2652572
24 A" =6,3193199
48a” =6,2787004
48A" =6,2921724
g6a'* = 6,2820639
g6 A = 6,2854292
192a" = 6,282g049
192 A" == 6,2837461
38§ a* =6,2831152)
384 A" =6,2833260 f
768 at = 6,2831678
768 A*'* = 6,2832203
1536 a™** = 6,2831809g
1536 A" = 6,2831941
30724 —=6,2831842
3072 A =6,2831895
6i1ffa* —=6,2831850
6i1ffAr  =6,2831858

On veoit, par ce tableau, comment les contours des
polygones inscrits et circonserits se rap-

prochent de plus en plus; ceux des polygones de 12288

" ve

s Scvencen: 1347, pege §45.
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cotés ne difiérent que de deux unités décimales du sep-
tiéme ordre. Les sept premiers chiffres , communs 4 'un
et a 'autre, appartiendront nécessairement 2 la circon-
férence du cercle, dont la longueur sera par conséquent
6,283185, a moins d'un millioniéme prés.

Si 'on prend, pour la circonférence du cercle, le mi-
lieu entre le contour du polygone inscrit et celui du poly-
gone circonscrit de 12288 cotés, on aura 6,2831853,
valeur qui est exacte jusqu’au dernier chiffre inclusi~
Vement ; le rapport du diamétre a la circonférence sera
donc 2 : 6,2831853, ou 1 :3,1415926, en divisant ses
deux termes par 2. Ainsi, 3,1415926 est une valeur
approchée du rapport désigné par w, dans le n° 153; et
en faisant C == 1, on trouvera 2 R = 0,318309g, nombre
qui représente le diamétre, lorsque la circonférence est 1.

Archiméde s’arréta aux polygones de 96 cotés, et
trouva que la circonférence du cercle était <342 et
>34%; cequi donne le rapport si connu de 1: 3 ou
7 ¢ 22. Depuis, on a poussé I’exactitude beaucoup plus
loin; mais, parmi les divers rapports obtenus, celui de
113 4 355 mérite une attention particuliére par sa sim-
plicité et son exactitude , puisque, étant évalué en déci-
- males), il donne 3,1415929, résultat vrai jusqu’au sixiéme

chiffre décimal inclusivement. Adrien Métius, en le
citant dans sa Geometrice practica, V'atiribue & son pére
. Pierre Métius, comme Payant publié dans une réfuta-
tion de Ja quadrature du cercle proposée par Simon

. Duchesne (x).

(1) Les recherches des savants anglais dans I'Inde nous ont fait connaitre
"am rapport de la circonférence au diamétre plus approché que celui d’Ar-
“clalmedde : c'est celui de 3927 A 1250, consigné duns I'Ayeen Akbery, ouvrage

€ppraan contenant un extrait de la doctrine des brahmes, et traduit en
l‘llll par M. Gladwin (tome LI, page 317).

81 Pon multiplie par 8 les deux termes de ce rapport, ils deviennent
MIG et 10000 ; puis si I'on double ceux-ci, on obtient 62832 et 20000,
qui 90 trouvent dans ’Algébre de Mobammed-Ben-Musa, auteur oriental

¥
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157. Remarque. — La formation du tablean précédent
n'est pas le moyen le plus expéditif pour parvenir a la
valeur du cdté du dernier polygone inscrit qu’il ren-
ferme; on réduit & la moitié le nombre des extractions
de racines, cn calculant, au lieu des cotés des polygones
intermédiaires, les cordes BC, B’C ( fig. 80) des arcs
qu'il faut ajouter aux arcs AB ct AB’, pour compléter la
demi-circonférence AB’BC. En effet,

BC = yAC — AB, B'C=VAC'— AB"’,

puisque les triangles ABC, AB’C formés sur le diamétre
AC et ayant un de leurs angles a la circonférence, sont
nécessairement rectangles (114). Si 'on prend le rayon
AO pour unité, que I'on désigne AB et AB’ paraeta’,
BC et B'C par b et 0', a cause de AC = 2, on trouvera

b=\V§—a, ¥ =\§—d*%
et comme on a, par le numéro précédent,
a'=vy2—\f—a'
il viendra

a=\y2—5b ou a*=2—b.

du 1xe siécle (page 51 de la traduction anglaise). Ce dernier rapport est
celui des Indiens, ramené au rayon 10000, et répond aux polygones de
768 cotés,

I1 est bon de savoir que les rapports 7 :22 et 113 : 355 se présentent
d'eux-mémes dans la suite des fractions approcliées que I'on obtient
lorsque I'on counvertit en fraction continue (Aritkm., 463) la fraction
ordinaire qui correspond au rapport exprimé ci-dessus en décimales
(Arithm., 85). Mais comme ce rapport n'est pas rigoureusement exact, on
ne doit pas pousser le calcul jusqu'a la fin; il faut opérer en méme temps
sur les fractions

31j1d926 31525
toovoooo’  10000000°
'une plus petite, Fautre plus grande que le rapport exact, et se borner

aux quotients qui sont commuus aus denx operations. | L'our plus de dé-
tils, rayes le Complément des Eléments d' Algébre.
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Mettant cette valeur dans celle de &/, il ¢n résuliera
b = \/ 2+ b.
On passera donc de & 4 b’ en prenant la racine carrée
de la premiére quantité augmentée de 2. Il est évident

qu'on aura de méme 5" = Va+ &', " représentant la -
corde B”C de I'arc correspondant 4 AB” moitié de AB/;
et ainsi de suite.

En partant de @ =1, on trouve:

b= y3 = 1,7320508076

b = y2+1,7320508076 = 1,9318516526
b” = Y2 + 1,9318516526 = 1,9828897227
b” = y2 +1,9828897227 = 1,9957178465
b = y2+ 1,0957178465 = 1,9989291749
b = V2 + 1,0989291749 = 1,9997322758
b'* = y2 + 1,9997322758 = 1,9999330678
. 6" =2+ 1,0999330678 = y/3,9999330678

et comme b répond au polygone de 6 cotés, b’ répondra a
celui de 12, 5" a celui de 24, 5" a celui de 48, b
a celui de 96, & a celui de 192, & i celui de 384, et
b"** a celui de 768. En nommant a*'* le coté de ce der-
nier, on aura

a'' = V4§ — b¥* = V4 — 3,9999330678
= y0,0000669322 = 0,00818121 3

et multipliant ce nombre par 768, on obtienda le contour
du polygone inscrit de 768 cotés, comme dans le tableau
du numéro précédent : on calculera cnsuite le polygone
circonscrit correspondant.
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SECTION 1L

DE L’AIRE DES POLYGONES ET DE CELLE DU CERCLE.

158. Par la surface d'unc figure quelconque, on en-
tend la portion d’étendue renfermée entre les lignes qui
terminent cette figure. On appelle aussi cette étendue
laire de la figure.

11 serait convenable d’affecter spécialement le mot aire
a I'étenduc superficiclle, lorsqu’ on I'envisage par rap-
port a sa grandeur : car le mot surface s’emploie le plus
souvent pour désigner la forme, abstraction faite de
toutes limites (1) : c’est ce que je ferai dans le cours

de cet ouvrage.

159. 1l est évident, et d’ailleurs la suite en fournira
beaucoup d’exemples , que deux figures de formes trés-
difiérentes peuvent renfermer des aires égales. Jexpri-
merai cctte circonstance en disant, avec Legendre,
que les deux figures sont équivalentes, et réservant la
dénomination d’égales pour les figures semblables qui
peuvent étre superposées.

160. Dans les triangles et dans les parallélogrammes,
on choisit arbitrairement un des cotés, auquel on donne
le nom de base, et I'on appelle hauteur la perpendiculaire
abaissée de 'angle opposé a ce coté dans le triangle, ou
d’un point quelconque du cété opposé dans le parallé-
logramme.

(1) On dit, en cffet, une surface courbe, par opposition au plan ou ala
surface plane; et pour en déterminer 'étendue, il faundrait dire, la sur-
Sace d'une surface courbe, locution vicieuse i tous égards : tandis que aire
d’'une surface courbe est une expression A la fois claire et correcte. En
P'adoptanton conserve ’analogie cutre les lignes et les surfaces, puisque
ces derniers mots s’appliquent aux formes seulement; et le mot aire
devient, pour le second cas, I'analogue du mot longueur dans le premier.
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BD ct B'D’ (fig. go) sont les hautcurs des triangles
ABC, A’'B’C/, en prenant les cotés AC, A'C’ pour bases.
Il faut remarquer que la perpendiculaire B'D’, tombant
en dehors du triangle A'B’C’, est, a proprement parler,
perpendiculaire sur le prolongement de la base.

Le sommet de 'angle opposé a la base s’appelle l¢
sommet du triangle.

La droite IK est la hauteur du parallélogramme EFGH.
Il est évident quelle demeurera la méme, de quelque
point du cdté HG qu’on I'abaisse (55).

Il n’est pas moins évident que les triangles dont les bases
sont sur la méme droite, et dont les sommets sont sur une
ligne paralléle a cette base, ont méme hauteur; c’est-
a-dire que les triangles compris entre les mémes paralléles
ont méme hauteur. Les triangles ABC, A’ B'C’ et le paral-
lélogramme EFGH ont tous les trois méme hauteur,
puisque, entre les paralléeles AF et BG, les droites BD,
B’D’ et IK sont égales (55).

THEOREME.

161. Deux parallélogrammes de méme base et de
méme hauteur sont équivalents.

Démonstration. — Ces parallélogrammes ayant méme
base, on pourra poser celle de I'un sur celle de I'autre;
et comme ils ont en outre méme hauteur, le c6té opposé
a la base du premier tombera sur le c6té opposé a la base
du second , ou sur le prolongement de ce cété, ainsi que
le montrent les deux fig. 91, pour des parallélogrammes
ABCD, ABEF.

Cela posé, les triangles ADF et BCE sont égaux, parce
que les cotés AD et BC, AF et BE sont respectivement
égaux, comme cdtés opposés d'un méme parallélogramme,
et que les angles DAF, CBE, dont les cotés sont paralléles
et les ouvertures tournées dans le méme sens, sont égaux.
8i du quadrilatére ABED on retranche, d'une part, le
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triangle ADF, ct de 'autre le wriangle BCE, ou aura né-
cessaircment deux grandeurs égales, dont 'une sera le
parallélogramme ABEF, et lautre le parallélogramme

ABCD. L
THEOREME.

162. Un triangle quelconque est la moitie d’un pa-
rallélogramme de méme base et de méme hauteur.

Démonstration. — Si , par les angles B et C du triangle
ABC ( fig. 92), on méne les droites BD et CD respective-
ment paralléles aux cotés AC ct AB, la figure ABDC sera
un parallélogramme (79) ayant méme base et méme
hauteur que le triangle proposé (160). Les triangles ABC
et BCD, ayant leurs cotés AB et CD, AC et BD égaux (54),
et, en outre, le cdté CBcommun, seront égaux:le triangle

ABC sera donc la moitié du parallélogramme ABDC.

163. Corollaire. — 1l suit de 14 que deux triangles qui
" ont méme base ct méme hauteur sont équivalents. En
effet, ces triangles seront, d’aprés ce qui précéde, les
moitiés de parallélogrammes de méme base et de méme
hauteur, ou de parallélogrammes équivalents (161).

PROBLEME.

164. Transformer un polygone d'un certain nombre
de cotés, en un autre qui ait un c6té de moins , et qui soit
équivalent.

Solution. — Soit pour cxemple le pentagone ABCDE
(fig- 93) ; on joindra les deux angles E et C par une
droite , et par le sommet de I’angle D, placé entre les
premiers, on meénera parallélement & CE la droite DF,
qui déterminera sur le coté AE prolongé un point F, le-
quel, étant jointau pointC, formerale quadrilatére ABCF,
équivalent au pentagone ABCDE.

Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que les
triangles CDE, CFE, reposant sur la méme base CE,
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et étant compris entre les paralléles CE et DF, sont équi-
valents (numéro précédent), et que Fon obtient le pen-
tagone ABCDE et lc quadrilatére ABCF, en ajoutant
successivement chacun de ces triangles au.méme quadri-
latére ABCE.

Le procédé ne changerait pas, quand méme le pen-
tagone ABCDE aurait un angle rentrant, comme dans
la fig. 94 ; sculement il faudrait observer, pour la dé-
monstration , que le pentagone ABCDE et le quadri-
lattre ABCI sc forment en retranchant du quadrilatére
ABCE les triangles équivalents CDE et CFE.

11 est évident quc la construction et les raisonnements
qui précédent peuvent s’appliquer & quelque polygone
que ce soit. : .

165. Corollaire. — En effectuant sur le quadrilatére
ABCF une construction scmblable a la précédente, on le
transformera en un triangle équivalent, et, par une suite
d’opérations semblables , on transformera un polygone
quelconque en un triangle équivalent. Si I'on avait, par
exemple, un hexagone, on le transformerait d’abord
en un pentagone , puis on ferait de celui-ci un quadri-
latére, puis enfin de ce dernier un triangle.

THEOREME.

166. Deux rectangles de méme base, ABCD et
EFGH (fig. 95), sont entre eux comme les hauteurs (x).

Démonstration. — Ici, comme dans le n° 58, les
hauteurs AD ct EH des deux parallélogrammes peuvent
¢tre commensurables cntre eclles, ou bien incommen-
surables.

Dans la premiére hypothése, si I'on divise ces hau-

(1) 3%ai changé I’énoneé qu’on donne ordinairement a cette proposition,
afln de le rendre sembluble 2 celui de la propesition du n° 235, qui est
=~gue & celle-ci.

witrie, 16" édit. 8
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" teurs AD et EH en parties , telles que Ad ct E&, égales
a leur commune mesurc, et que, par les points de divi-
sion, on méne des paralléles a la base, on formera dans
chacun des rectangles proposés autant de rectangles
égaux qu'il y a de divisions dans sa hauteur; car la basc
de tous ces petits rectangles sera égale a AB, et leurs
hauteurs seront toutes égales entre elles. Le rapport des
rectangles ABCD et EFGH sera évidemment égal & cclui
des nombres qui expriment combien il y a de petits
rectangles dans 'un et dans I'autre, nombres qui sont
précisément ceux des parties égales contenues dans leurs
hauteurs AD et EH : on aura donc

ABCD : EFGH :: AD : EH.

Dans la figure , le rectangle ABCD se trouvant partagé

en cinq parties égales 3 ABcd, et le rectangle EFGH en
trois, on a
ABCD : EFGH :: 5: 3.

Lorsque les hauteurs AD et EH sont incommensu-
rables ( fig. 96), on prouve que le rapport des rec-
tangles ABCD et EFGH ne peut étre ni plus grand ni

moindre que celui de ces hauteurs.
En effet, si I'on avait

ABCD ; EFGH :: AD : EI,

El surpassant EH; que I'on congiit AD divisé en parties
égales moindres que HI, et que I'on portat ces parties *
sur El, de E vers 1, il tomberait nécessairement un point
de division %, entre H et 1. En menant, par ce point,
hg paralléle & EF, on formerait le rectangle EFgh, pour

lequel on aurait
ABCD : EFgh :: AD : Ei,

puisque les hauteurs AD et Ek seraient commensurables
entre elles par construction ; et comparant cette propor-
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tion a la précédente, on en tirerait
EFGH.: EFgh :: EI : EA;
ce qui ne peut étre, puisque EFGH < EFgh et E1 > Eh.
En portant le point I de I'autre coté de GH, en I/, on
ne pourrait pas non plus avoir
ABCD : EFGH :: AD : EI’,
parce qu'en prenant en &’ le point de division correspon-
dant & %, on aurait premiérement, pour les hautcurs AD
et ER', commensurables entre elles,
ABCD : EFg'/’ :: AD ; EX/,
proportion qui conduirait a ce résultat,
EFGH : EFg'#’ :: EI' : EX,
absurde a cause que EFGH > EFg'h’ et EI’ < ER'.
Le rapport de ABCD a EFGH ne pouvant donc étre ni
plus grand ni plus petit que celui de AD & EH, on aura

nécessairement
ABCD : EFGH :: AD : EH.
THEOREME.
167. Deux rectangles quelconques sont entre eux

" comme les produits de leur base par leur hauteur, ou
comume les produits de deux cotés contigus. -

Démonstration. — En prenant sur la base du parallé-
logramme ABCD ( fig. 97) une partie Ab égale a la base
du parallélogramme EFGH, et tirant la droite b¢ paral-
léle a BC. on aura, par le théoréme précédent,

¢ AbeD : EFGH :: AD : EH;

prenant ensuite AD pour base des parallélogrammes
ABCD et AbcD, qui auront alors pour hauteur AB et AD,
on en conclura

ABCD : AbeD :: AB : Ab.
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En multipliant ces proportions par ordre, avec 'atten-
tion d’omettre le facteur Abcl), commun aux deux termes

du premier rapport composé, ct de substituer & Ab son
égale EF, il viendra :

ABCD : EFGH :: AB>< AD : FF X< EH,
résultat qui renferme I'énoncé de la proposition ().

168. Remargie. — Mesurer des grandeurs n’étant
autre chose que comparer entre elles celles de méme
espéce, il est évident que la mesure des aires doit avoir
pour but de savoir combien une aire quelconque en
contient une autre prise arbitrairement pour servir de
terme de comparaison. Mesurer, par exemple, le rec-
. tangle ABCD ( fig. 98), c’est chercher combien de fois ce
rectangle contient un carré abed dont on suppose que le

(1) Je me suis servi ci-dessus de la multiplication par ordre comme du
moyen le plus simple pour parvenir au résultat cherché ; mais il pourrait
arriver que I'on éprouvat quelque difliculté A concevoir ce changement,
dans lequel il semble qu’il faut multiplier des aires entre elles. Cette dif-
ficulté cessera si I'on imagine que ces aires, pour étre comparées entre
elles, sont rapportées 4 une certaine aire prise pour mesure commune ou
pour unité. On mettra encore plus de netteté dans ce passage en le rendant
ainsi qu’il suit :

Les proportions

AbeD : EEGH:: AD: EH, ABCD: AbcD :: AB:ab
donnent
. EFGH _ EH AbcD _ ab
- . Abcb — AD’ ABCD _ AB’
P o
ce qui ne présente aucune

1

ité, puisqu’il s’agit de rapports de

grandeurs homogénes. Cela posé, ﬁ-}—; désignant combien Paire EFGH

contient 'aire AbcD, et ﬁ—i combien P'aire AbcD contient 'gire ABCD,
le nombre de fois que la premiére contient la derniére sera donc exprimé
par . .

EH_ Ab EF XEH

e A e
AD “AB~ AB < AD

cn concevant les droites rapportées & une commune mesure.
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cd1é soit égal a la droite prise pour mesure commune des
longueurs des droites; et, d’aprés ce qui précéde, on
aura, en concevant la base et la hauteur AB et BC du
parailélogramme ABCD rapportécs a cette mesure,

abed » ABCD :: ab>< bc : AB>X BC, ou ::1 :%’xg—f;

ce qui montre que e rectangle ABCD contient le rec-

.tangle abed, ou Uaire prise pour unité, comme le pro-

duit du nombre d’unités linéaires contenues dans sa base
AB, multiplié par le nombre d’unités linéaires conte-
nues dans sa hauteur BC, contient Uunité numeérique,
expression dont I'exactitude est évidente, puisque les rap-
ports y sont réduits a des nombres. Ce n'’est que pour
abréger qu’on la remplace par celle-ci: L'aire d’un rec-
tangle est égale au produit de sa base par sa hauteur;
et il faut tou_]ours étre en état de restituer, d’aprés la pre-
miére, ce qu’on a sous-entendu dans la seconde.

La vérité de la proposition précédente résulte de I'in-
spection seulc dc la figure, lorsque le ¢6té du carré abed,
Pris pour mesurc commune, est contenu exactement dans
la base et dans la hauteur du rectangle ABCD. En me-
nant alors par tous les points de division de la hauteur
BC, des droites e/ paralléles & AB, on partage le rec-
tangle ABCD en autant de rectangles égaux, ou bandes,
que sa hautcur contient de fois a@b; et chacune de ces
bandes peut, comme ABef, étre partagée en autant de
carrés Begh , égaux a abed, que la base AB contient de
fois ab : le nombre total des carrés égaux a Begh, conte-
nus dans le rectangle ABCD, est donc égal & celui des
carrés contenus dans une bande ABef, multiplié par le
nombre des bandes; ce qui fait le produit du nombre
d’unités linéaires de la basc par le nombre d'unités li-

‘néaires de la hauteur.

169. 1°° corollaire. — Si les deux cotés du rectangle
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AB et BC devenaient égaux, auquel cas il se changerait
en carré, son aire serait mesurée par la seconde puissance
de son coté AB, c'est-a-dire qu'il contiendrait le carré
abed, pris pour unité, autant de fois que la seconde
puissance du nombre d'unités linéaires contenues dans
son coté contiendrait I'unité numérique; et de Ja viemt
qu'on appelle aussi carré d’'un nombre la seconde puis-
sance de ce nombre.

170. 2° corollaire. — L’aire d'un parallélogramme s¢’
mesure par le produit de sa base par sa hauteur. En effet,
les parallélogrammes de méme base et de méme hauteur
étant équivalents (161 ), un parallélogramme quelconque
est nécessairement équivalent au rectangle de ménte base
et de méme hauteur. On conclut encore de la que deux
parallélogrammes quelconques, étant entre cux commc
leurs mesures respectives, sont, par conséquent, dins lc
rapport des produits de leur base par leur hauteur, et sim-
plemem comme leurs bases si leurs hauteurs sont .éga_]cs,
ou comme leurs hauteurs'lorsqu’ils ont méme base.

174. 3¢ corollaire. — L’aire d'un triangle est mesurée
par la moitié du produit de sa base par sa hauteur,
puisque tout triangle est la moitié d’un rectangle de méme
base et de méme hauteur. Les moitiés étant entre elles
comme les touts, les triangles quelconques seront entre
cux comme les parallélogrammes dont ils font partie, et,
par conséquent,, comme les produits de leur base par leur
hauteur (numéro précédent), ou comme leurs bases quand
leurs hauteurs sont égales, ou comme leurs hauteurs
quand ils ont méme base.

PROBLEME.
172. Transformer en un carré un parallélogramme
ou un triangle donné.

Solution. — 1°. Ou trouvera le coté I'G ( fig. g9) du:

¥,
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carré FGH1 équivalent au parallélogramme donné ABCD,
en prenant une moyenne proportionnelle entre la base
AB et la hauteur DE de ce parallélogramme.

En effet, on a, par cette construction,
, AB: FG :: FG : DE,
d’oul'on tire
AB X DE=FG’;

et comme AB>< DE est la mesure de I'aire du parallélo-
gramme proposé, et FG' celle du carré FGHI construit
sur FG, cette derniére figure est équivalente a P'autre.
2°. A D'égard du triangle A'B’DY’, c’est entre la base
A’B’ et ]a moitié de la hauteur D’E’ que doit étre prise la
moyenne proportionnelle G, parce qu’on a alors
A'B’' 1 FG :: FG : ;D'F/,
d’ou il suit
Ty vyl Py ]
sA'B X D'E = FG ;
le premier de ces produits exprime, en eflet, Paire du
triangle, et le sccond celle du carré.

173. Corollaire. —On peut, par lc moyen du pro-
bléme précédent, transformer un polygone quelconque
en un carré équivalent; il faudra d’abord le transformer
en un triangle par le procédé du n° 164, et 'on changera
ensuite ce triangle en un carré.

174. Remarque. — Tout polygone pouvant &ire par-
tagé cn triangles (81), on évaluera son aire en calculant
séparément cclle de chacun des triangles qui le composent,
ot en prenant la somme des résultats.

. THEOREME.
175. L’aire d’un quadrilatére ABCD (fig. 100), dans
lequel deux cotés sont paralléles, et qu’on nomme tra-

s Péze, sc mesure par le produit de la demi-somme des
'
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deux cétés paralléles, AB et CD, multpliée par la hau-
teur EF, prise entre ces cotés.

Démonstration. — En tirant la diagonale CB, on par-
tagera le trapéze en deux triangles ABC et BCD, dont EIY

sera la hauteur commune; et parce que

ABCD = ABC + BCD,
ABC=1AB X< FEF, BCD = 4CD X EF,
on aura ’

ABCD = { AB X EF + +CD X EF = {(AB + CD) EF;
ce qui est I'énoncé du théoréme.

Il est bon de remarquer que la droite GH, menée pa-
rallélement & AB, par le milieu G de I'un des cdtés non
paralléles du trapéze, sera égale i 1 (AB + CD). En effet,
le point H étant aussi le milieu de BD (58), la simili-
tude des triangles BCD et BIH fait voir évidemment que
IH = {CD, et celle des triangles ACB et GCI prouve de
méme que GI = ; AB; d’ou il résulte

GH = GI -+ IH = £ (AB + CD).

La droite GH, partageant-aussi EF en deux parties
égales (88), se trouve a égale distance des cotés paral-
l¢les du trapéze; et Pon peut dire, par conséquent, que
laire du trapéze se mesure par le produit de sa hau-
tewr multipliée par une ligne menée & égale distance
des deux bases paralléles.

THEOREME.

176. Les aires des polygones semblables sont entre
clles comme les carrés des cdtés homologues de ces
polygones.

Démonstration. — 1°. Si les polygones proposés sont
des triangles quelconques ABC et abe (fig. 101), les
triangles rectangles BDC et bde, formés par les hauteurs
des premicrs, scront semblables comme ayant, outre les
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angles droits D et d, les angles égaux R ¢t b: on aura

donc
CD :cd:: BC: bc;

mais, par la similitude des triangles ABC et abc, on a

aussi
AB :ab :: BC: bc.

Multipliant ces proportions par ordre, et divisant par 2

les termes du premier rapport de la proportion composée, ..

il viendra

LABXXCD: tab>xcd::BC : b,
résultat dont les deux premiers termes expriment les aires
respectives des triangles ABC et abc (171). Donc

) ABC: abe ;2 BC' : be'.
2°. Deux polygones semblables ABCDE et abcede
(fig. 51), étant partagés en un méme nombre de trian-
gles semblables (89) et semblablement disposés, chaque
triangle du premier polygone sera & son correspondant,
dans le second,, comme le carré de 'un des cétés du pre-
mier polygone est au carré du c6té homologue du second ;
on aura
ABC : abc:: AW’ 1 ab’,
AEC : aec :: AE : ae’,
EDC : ede :: ED :ed’'-
Mais la similitude des polygones doune cette suite de
rapports égaux :
AB:ab :: AE: ac .. ED: ed,
de laquelle on tirc
AB' :ab’:: AE':ac’ ;1 ED' :ed’;

ce qui prouve I'égalité des rapports de chaque triangle’ ~
de I'un des polygones 4 son:correspondant dans 1'autre,
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ct d'ou il résulte
ABC : abc :: AEC : acc :: EDC : ede.
On déduira de cette derniére suite de rapports ¢gaux,
ABC + AEC + EDC : abec + aec + ede ;2 ABC : abe,

ou
ABCDE : abede 2 ABC : abe ;. AB" : ab’.

Le méme raisonnement aurait évidemment lieu, quel que
fiit le nombre des cdtés des polygones proposés.

THEOREME.

177. Les aires de deux triangles qui ont un angle
commun sont dans le rapport des produits des cotés qui
comprennent cet angle.

Démeonstration. — En menant les hauteurs CD et FG
(fig. 1o1) des triangles ABC et AEF, on forme les
triangles semblables ACD et AFG, qui donnent

CD : FG :: AC : AF; [
et par le n° 171, il vient ’ :
ABC : AEF :: AB <X CD : AE X FG.
Si Yon multiplie ces deux proportions par ordre, en sup-
primant le facteur CD, eommun aux antécédents, et le

. facteur FG, commun aux conséquents, il cn résulte, con-
formément a I'énoncé, que

ABC : AEF :: AB X< AC : AE X AF.
THEOREME. :
178. Le carré AEHL (fig. 102), construit sur Uhypo-
ténuse d’un triangle rectangle ABE, est équivalent a la

somme des carrés ABCD et BEFG. construite sur les
deux autres cotés de ce triangle.

Démonstration. -— On serait en droit de conclure cette
proposition de celle du n® 75, puisqu’il a ¢1é prouvé
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dans cc numéro, que AB’ + BE' = AE’, et que, d’apreés
le m° 169, AB’, BE’, AE’ sont les mesures respectives
des carrés ABCD, BEFG, AEHL; mais ces considéra-
tions supposant les lignes et les aires rapportées a des
nombres, j’ai jugé convenable de démontrer la proposi-
tion immédiatement sur les aires, ainsi qu'Euclide I'a
fait, et sans employer des rapports de lignes.

Pour cela il faut, de 'angle droit B du triangle ABE
abaisser sur I’hypoténuse AE la perpendiculaire BK et la
prolonger jusqu’en I, puis mener les droites DE et BL.
Le triangle DAE, ayant mémc base AD que le carré
ABCD, et étant compris entre les mémes para]léles AD
et CE, sera équivalent a la moitié de ce carré (162); de
méme, le triangle BAL sera équivalent a la moitié du
reetangle AKIL, construit sur sa base AL, ct compris

«entre les mémes paralléles AL et BI. Or les triangles

DAE et BAL sont égaux (16), parce que l'angle DAE,
camposé de 'angle droit DAB et de I'angle BAE, est né-
eessairement égal a I’angle BAL , composé aussi d’un angle

“ dgoit EAL et de I'angle BAE, et que les cotés AD et AB,
. AL et AE sont respectivement égaux comme cdtés d’un

méme carré : donc la moitié du carré ABCD est équi-
valente & celle du rectangle AKIL; donc le carré ABCD
sefa lui-méme équivalent au rectangle AKIL. On prou-
vera de méme que le carré BEFG est équivalent au rec-
tangle EHIK ; et il résultera de la que le carré AFHL,
‘composé des deux rectangles AKIL et EHIK, est équi-
valent 4 la somme des carrés ABCD et BEFG.

479. 1°r corollaire. — Les rectangles AKIL, EHIK et

* le carré AEHL, ayant méme hauteur AL, sont entre eux

comme leurs bases (170) ; en sorte qu'on a
* ABCD : BEFG : AEHL :: AK : KE : AE;

c’est-a-dire que les carrés construits sur les cotés de langle
droit d'un triangle rectangle sont au carré construit sur
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I'hypoténuse comme les scgments adjacents AK et Kh
sont a ’hypoténuse entiére AE.

180. 2° corollaire. — Puisque les aires des polygoncs
semblables sont entre elles comme les carrés des cotés
homologues de ces polygones (176), si I'on construit sur
les cotés de I'angle droit du triangle rectangle ABE
(fig. 103), et sur son hypoténuse AE, trois polygones
semblables , X, Y, Z, on aura

X:AB':: Y:BE ::Z:AE";
d’ott on tirera

X +Y:AB +BE’ :: Z:AE;

¢t du théoréme précédent, qui donne AB’+ BE' = AE’»

on conclura X + Y =7Z; c’est-a-dire que le polygone
construit sur hypoténuse est équivalent 4 la somme des

deux autres. - -

PROBLEME. _
181. Construire un polygone semblable & un autre,

et dont Uaire soit dans un rapport donné avec celle:

du premier, ou soit équivalente & un carré donné.

Solution. — Dans le premier cas, si bc ( fig. 104) dé-
signe I'un des c6tés du polygone donné, et que 'aire de
ce polygone soit a celle du polygone cherché dans le rap-

port de deux droites quelconques M et N, on prendra -

sur une droite indéfinie AE deux parties AK et KE
qui soient dans le méme rapport; sur leur somme AE,

. comme diamétre, on décrira.une demi-circonférence; -

on élévera la perpendiculaire BK; on tirera les cordes

AB et BE; enfin, on portera sur AB, de B en C, le cdté be -

de la premiére figure , et ayant mené CD paralléle 4 AE,
on aura en BD le coté qui, dans le polygone cherché,
est homologue a bc. La question scra donc ramenée a
construire sur BD) un polygone semblable au polygone X,
ce qui s’effectucra par le procédé du n® 90.

3



DE GEOMETRIE. 125

Pour prouver la construction précédente, on déduit
d’abord des triangles ABE ct CBD, semblables entre
cux, les proportions

AB:BE::BC:BD et AB’: BE ::BC':BD.
Mais, par le n°179,

AB' :BE':: AK : KE, ou ::M:Nj;
donc

BC':BD" :: M: N;

donc (176) le polygone construit sur BC sera un polygone
construit sur BD, dans le rapport de M 4 N, comme le

demande 1’énoncé de la question.
" Sile cdté be de la figure X excédait AB, on prolon-
gerait cette ligne en C', mais la construction et la dé-
monstration ne changeraient pas pour cela.

Dans le cas ou I'aire du polygone demandé devrait étre
équivalente 4 un carré donné N*, on transformerait aussi

en un carré le polygone donné, ct M* represemant ce
carré, il faudrait qu'on efit

BC’:BD' :: M*: N
d’ou il suit
M:N: BC: BD.
Ainsi , BD s’obtiendrait alors par les lignes proportion-

_ melles (62), ou bien on pourrait prendre AK et KE dans
. " le rapport des carrés M* et N*.

THEOREME.

182. L’aire d’'un polygone régulier a pour mesure la
moitié du produit de son contour par le rayon du cercle
inscrit.

. Démonstration. — Ce polygone peut étre partagé en
oautant de triangles égaux qu'il a de cotés (139); 'un de
ces triangles, ABO ( fig. 79) , est mesuré par + AB >< OG;
en répétant ce produit autant de fois que le polygone a de
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cOtés, on aura, si N ¢n désigne le nombre,
N> ABX 0G;
mais N >< AB sera le contour ou le périmétre du polygone :
en le représentant par P, il viendra done
P0G,
comme le porte 'énoncé de la proposition.

Le rayon du cercle inscrit sc nomme aussi apothéme ;
ct Pon dit, en conséquence, que laire d’un polygone
régulier a pour mesure la moiti¢ du produit de son péri-
métre par son apothéme.

183. Corollaire. — 1l suit du théoréme précédent et
du n° 140, que les aires des polygones réguliers d’un
méme nombre de c6tés, étant entre clles comme les carrés
de lcurs cotés, sont aussi entre clles comme les carrés des
rayons des cercles dans lesquels ils sont inscrits ou aux-
quels ils sont circonscrits. En eflet, on a successivement

ABCDEF : abedef :: AB’ : ab’,
AB : ab :: AO : ao (140),

AB' :ab’ :: A0’ : a0’;
d’ou il résulte
ABCDEF : abcdef 2 AO' : ao'.
On trouve de méme
ABCDEF : abedef 22 0G™: og’,
en observant que (140)
AO:ao::0G: og.

184. Remarque. — En appliquant la proposition du
numéro précédent aux polygones réguliers inscrits et
circonscrits au méme cercle, on reconnait qu'il est tou-
jours possible de trouver deux polygones du méme nombre
de cdtés, I'un inscrit, Pautre circonscrit, tels que lae
différence de lcurs aires soit moindre qu'une grandeur
donnée, quelque petite que soit cette grandeur.
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En effet, on a évidemment , dans 1a fig. 87,
ABCDE : abede :: Oa’ 1 OG;

désignant par P 'aire du polygone circonscrit, et par p
celle du polygone inscrit, on aura- .

P:p::0a’:0G’,
P—p:P::0« —0G :0a’,
d’our
P(0a’— 0G
az

P—p= ’
valeur dans laquelle on peut rendre le facteur Oc” —OG*
aussi petit qu'on voudra, en multipliant les cotés des
polygones.

185. Corollaire. — Le polygone circonscrit étant visi-
blement plus grand que le cercle, tandis que le polygone
inscrit est moindre, il suit de ce qui précéde que I'on
peut toujours assigner un polygone régulier, soit inscrit,

. . . . ® oy . ’
soit circonscrit, dont l'aire diflérc aussi peu qu’on voudra
de celle d'un cercle donné. 11 suffit, pour cela, de prendre
le polygone d’un assez grand nombre de cotés , pour que
la différence entre le polygone inscrit et le polygone cir-
conscrit ne surpassc pas la quantité assignée.

THEOREME.
486. S8i trois grandeurs A, B, X sont telles, que la

premiére A, que Uon suppose variable, mais néanmoins
surpassant toujours chacune des deux autres B, X, qui
ne changent point, puisse approcher de toutes deux en
méme temps, aussi prés qu’on voudra, on aura nécessai-
rement B = X. '

Démonstration. — Soit, 1°. X > B; on aura, d’aprés
" cette hypothése et en vertu de I'énoncé,

A>X, X>B;
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d’ou il résulte que si 'on pregd A de maniére que la diffé-
rence A—B soit moindre qu’une quantité quelconque J,
ce qu'on regarde comme toujours possible, la différence
X — B sera, & plus forte raison , moindre que d.

2°. Soit X < B, on aura alors

A>B, B>X;

et prenant A de manié¢re que A — X soit moindre que J,
4 plus forte raison la différence B— X sera~t-elle moindre
que J.

Le raisonnement ci-dessus conduisant & prouver que la
différence des deux grandeurs invariables B et X est
nécessairement moindre que toute grandeur donnée,
quelque petite que soit cette grandeur, il s'ensuit que
B=X (183). ) . -

. THEOREME.

A817. L’aire d’un cercle a pour mesure la moitié du
produit de la circonférence par le rayon, ou : CR, en
nommant C la circonférence, gt R le rayon.

Démonstration. — En effet, plus le nombre des céotés
du polygone circonscrit augmente, plus aussi son péri-
métre A approche de la circonférence (152), et plus
le produit ; PR approche de | CR:, qu'il surpassera tou-
jours, mais d’aussi peu qu'on voudra. D’un autre cété,
’aire du méme polygone, toujours plus grande que celle
du cercle, peut appr te derniére aussi prés

“qu’orrvoudra (T85) : les produits PR, +CR et la vraie
mesure de l'aire du cercle sont donc trois quantit€s placées
dans les mémes circonstances que les quantités A NJ et X
du numéro précédent : donc le produit :CR est éga \5 la
vraie mesure de I'aire du cercle (1)

(1) On prouve immcédiatement que la mesure de I'aire du cercle ne p;?'
étre ni plus grande ni plus petite que 3 CR; car si le premier cas avay
lieu, 3 CR serait alors la mesure d'un cercle plus petit que celui dont 1! -
rayon = R, tandis qu'en inscrivant dans le dernier un polygone plus,

>

od

L]
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188. Corollaire. — 11 suit de 1a que les aires des cer-
cles sont entre elles comme les carrés de leurs rayons
ou de leurs diamétres. En eflet, puisque l'on a cette
proportion (154),

C:C::R:R,
si on la multiplie par la proportion
IR:IR R:B,
qui est évidente, il viendra
$CR::C'R'::R*: R,
proportion dans laquelle les deux termes du premier rap-
port sont, d’aprés ce qui précéde, les mesures des aires
des cercles dont les rayons sont R et R'. De plus il est
visible qu’on a
: R?;R"?:: D*: D",
en désignant par D et D’ les diamétres, puisque D = 2R,
D'=2aR : donc;CR : :C'R :: D*: D", ce qui com-
pléte I’énoncé de 1a proposition.

Si I'on représente par = la circonférence dont le dia-
meétre est 1, la surface de ce cercle sera { >< 7= {=®: on
aura donc

tn+CR 1 1:D? dod LC'R =3ixD7,
ce qui montre que Laire d’un cercle est égale au carré du
diamétre multiplié par le ; du rapport de la circonfé-
rence au diamétre. En mettant pour D’* sa valeur 4 R"?,
on aura =R, ou le carré du rayon multiplié par le rap-
port de la circonférence au diamétre.

graad que Pautre cercle (vorez la note page 103), ce polygone-aurait néan-
moins pour mesure un produit moindre que } CR, puisque son contour
_ et son apothéme sont respectivement moindres que C et R.

On ne peut pas supposer non plus que le produit {CR soit la mesure
d'un cercle plus grand que le proposé; car, en inscrivant dans le plus
grand cercle un polygone qui surpasse le cercle proposé, ce polygone
aurait une mesure plus grande que celle qu’on assigne au cercle dans lequel

" il est inscrit.

OCEOMETRIE, 16° édit. 9
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Enfin, si I'on remplace R’ par sa valeur 291—‘_ (185),

2
il en résultera Zn PO 'aire du cercle exprimée par
T
sa circonférence.

THEOREME.

189. L'’aire de la figure AFBO (fig. 105) , terminée par
les deux rayons AO, BO, faisant entre eux un angle
quelconque, et par Uarc de cercle AFB, figure que l'on
nomme secteur de cercle, a pour mesure la moitié du

prodwit de U'arc AFB par le rayon AO.

Démonstration. — Si par le centre O l'on éléve DO
perpendiculaire sur le diamétre AE, les cétés de I’angle
droit AOD et 'arc ABD comprendront évidemment
entre eux le quart de I'aire du cercle; et le raisonne-
ment du n°® 109 prouve que l'aire du secteur AFBO est
a celle du secteur AOD dans le rapport de I'arc AFB
a I'arc ABD. Mais puisque Vaire du secteur AOD est le
quart de celle du cerele, on aura

AOD =+ X< :C><X A0=1C X< AO,
et la proportion énoncée ci-dessus,

AFBO : AOD :: AFB : ABD ou +C,
deviendra
AFBO : 1 C>< AO :: AFB : 1C;
ce qui donnera
AFBO = L AFB X< AO,

comme le porte I'énoncé de la proposition.

190. Remarque. — On obtiendra I’espace AFBA , comn-
pris entre I’arc AFB et la corde AB, en retranchant de
I'aire du secteur AFBO celle du triangle ABO.

Cette derniére sera exprimée par : BG>< AOQ, si BG
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est perpendiculaire sur AO (171)‘; et en retranchant sa
valeur de celle du secteur AFBO (189), on aura

AFBA = } AFB < AO — + BG < AO = { (AFB — BG)AO,

c’est-a-dire la moitié du produit de la différence entre
Uarc AFB et la perpendiculaire BG parle rayon AO (1).

N. B. — L’espace AFBA se nomme le segment, et la
portion FH du rayon OF, perpendiculaire surlacorde AB,
est la fleche.

(1) La perpendiculaire BG est employée dans la Trigonométrie: c’est le
sinus de arc AFB.
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DEUXIEME PARTIE.

SECTION PREMIERE.

DES PLANS ET DES CORPS TERMINES PAR DES SURFACES
PLANES.

N. B. — Dans tout ce qui va suivre, les figures embrassent Pespace avec

ses trois dimensions. Les lignes ponctuées sont celles qui passent derriére
des plans.

Des plans et des lignes droites.

191. Puisque la ligne droite s’applique exactement
au plan, dans tous les sens (2), il est évident que dés
qu’une ligne droite a deux de ses points dans un plan,
elle y est tout entiére, sans quoi on pourrait mener par
deux points plusieurs lignes droites, ’'une qui serait ti-
rée, dans le plan méme, par les deux points donnés , et
les autres qui auraient des prolongements hors du plan,

ce qui ne saurait s’accorder avee I'idée qu’on a de la ligne
droite.

192. L’intersection de deux plans est une ligne droite;
elle est premiérement une ligne d’aprés les définitions
du n° 1; et si I'on congoit que, par deux points de cette
intersection, on tire une droite, elle sera en méme
temps dans I'un et dans I'autre plan (numéro précédent):
elle ne pourra donc étre que leur intersection.

193. Par une méme ligne droite AB (fig. 106), on
peut faire passer une infinité de plans différents, CD,
EF, GH, ctc. Pour s’en convaincre, il suffit d’observer
qu'un plan peut toujours tourner autour d’une droite
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tirée par deux dc ses points, et prendre ainsi un nombre
infini de positions différentes, sans que les points de la
droite changent de place; mais on congoit que le plan
s'arrétera si l'on fixe, hors de cette ligne, un point par
lequel il doive passer. Il résulte de la qu'un plan est
donné lorsqu’on connait trois points par lesquels il doit

" passer , comme une ligne droite I'est par deux.

On peut aussi le prouver en montrant que deux plans
qui ont trois points communs, A, B, C (fig. 107), se
confondent dans toute leur étendue; et, pour cela, il
suffit d’observer que si, par un point quelconque E, pris
sur un de ces plans, on méne une droite EF rencontrant
deux des trois lignes AB, AC et BC, qui ngnent deux a
deux les points communs, et qui, par cette raison, sont
a la fois sur les deux plans (191), cette droite sera aussi
cominune aux mémes plans, puisqu’elle y aura les deux
points e et £, ou elle coupe AB et BC.

194. Deux lignes qui se coupent sont, par conséquent,
dans un méme plan; car, en faisant passer un plan par
Pune d’elles, AB par exemple, ct par un point C pris
sur BC, cette derniére ayant deux de ses points, B et C,
dans le plan, y sera tout entiére (191).

IPest évident par la qu'en joignant deux a deux, par
des droites, trois points pris d'une maniére quelconque
dans D'espace, le triangle résultant ABC sera tout entier
dans un méme plan.

1l n’en est pas ainsi de quatre points pris au hasard :
le plan qui passe par trois d’entre cux ne passe pas tou-
jours par le quatriéme; et, dans ce cas, le quadrilatére
qui en résulte, n’élant pas dans un plan, se nomme qua-

drilatére gauche.

‘195 Les paralléles sont I.OUJOUI‘S dans un méme plan
18 leur définition ; mais il faut bien observer que,
Jespace, deux llgnes droites peuvent étre perpendi-

e
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culaires & une troisi¢me, sans étre paralléles et sans se
rencontrer; car on peut alors mener par un seul point
autant de perpendiculaires 2 une méme droite que I'on
peut faire passer de plans par cette droite, c’est-a-dire
une infinité. Les droites AC, AE, AG ( fig. 106) peuvent
toutes étre perpendiculaires sur AB, la premiére dans le
plan CD, la seconde dans le plan EF, la troisitme dans
Ie plan GH. §'il en arrive autant aux lignes BD, BF et
BH, BD et AC seront paralléles , comme étant perpendi-
culaires 2 ]a méme droite AB dans le plan CD; mais ces
droites ne seront paralléles 4 aucune des autres.

THEOREME.

196. Une droite CD (fig. 108), élevée hors d'un plan
AB, perpendiculairement & deux autres, DE, DF,
menées par son pied D dans ce plan, est perpendi-
culaire & toutes celles qu’on pourrait mener par ce point

dans le méme plan.

Démonstration. — Soit DG une droite menée par le
point D, d’une maniére quelconque, dans le plan AB;
il faut tirer une droite EF qui coupe DG, prolonger
au-dessous du plan AB la droite CD d’une quantité
C'D = CDj; tirer enfin les droites CE, CG, CF, C'E,
C'G ct C'F. Cla fait, puisque CD est perpendiculaire
sur DE et sur DF, celles-ci le seront sur CC’ (13); les
obliques CE et C'E, CF et C'F seront égales comme
s'écartant également du pied de la perpendiculaire (27) ;
et, de plus, le cdté EF étant commun aux triangles CEF
et C'EF, ils auront tous leurs cotés égaux chacun a
chacun, et seront par conséquent égaux (20) : leurs
angles CEF et C’EF seront donc égaux. Il en sera de
méme des triangles CEG et C'EG, dans lesquels ces angles
sont compris entre un coté commun EG et deux cotés
égaux CE et C'E (16). 11 suit dela que les cotés CG et C'G
sont égaux ; ct comme ils s’écartent également du point D,
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il en résulte que la droite DG est perpendiculaire sur
CD (27), et réciproquement, CD sur DG (1).

197. Remarque. — La ligne CD tombant i angle droit
sur toutes celles que 1’on peut mener par son pied dans
ceplan, et n’inclinant, par conséquent, d’aucun cété vers
le plan, lui est perpendiculaire.

THEOREME.
198. S: trois droites, ED, FD, GD (fig. 109), sont
. perpendiculaires & une méme droite CD , por un méme
point D, elles sont toutes les trois dans un méme plan
perpendiculairé a cette derniére.

Démonstration. — Si cela n’était pas, on pourrait,
par les deux droites ED et FD, mener un plan AB au-
quel CD serait perpendiculaire, et qui couperait le plan
GDC mené par GD et CD, dans une droite G’D qui serait
aussi perpendiculaire sur CD (196) : on aurait donc
alors, sur la méme droite CD, par le méme point D, et
dans le méme plan, deux perpendiculaires, GD, G'D, ce
qui est impossible (32).

THEOREME.

199. Par un point pris, soit hors d’un plan, soit
sur ce plan, on ne peut mener qu'une seule perpendi-
culaire & ce plan ; et, par le méme point d’'une droite,
il ne peut passer qu’un seul plan perpendiculaire a cette
droite.

Démonstration. — Le premier cas de la proposition
est presque évident par lui-méme; car si, par le point C
(fig. 108) , on pouvait abaisser sur le plan AB une autre
perpendiculaire que CD, CG par exemple, cette droite

(1) Cette démonstration, du méme geure que celle d’Euclide, mais plus
simple, m'a été communiquée par M. Canchy, alors for! jeune ¢t déji
trés distingue.
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serait aussi perpendiculaire sur GD, et le triangle CGD
aurait deux angles droits,, eonséquence absurde (52).

Dans le deuxiéme cas, si, par la seconde perpen-
diculaire C’'D (fig. 109), et par la premiére CD, on
faisait passer un plan, il faudrait que les deux droites CD
et C'D fussent en méme temps perpendiculaires a la
droite DE, dans laquelle il rencontrerait le plan AB,
conséquence encore absurde. L’énoncé de la proposition
est donc vrai dans ses deux premiéres parties.

ATl'égard de la troisiéme, si, par le point D, on pou-
vait mener, perpendiculairement 3 CD, un autre plan’
que AB, qu’on tirit par ce point, dans le premier, une
droite quelconque GDj; alors le plan GDC, mené par
cette droite et parla perpendiculaire CD , rencontrant le
plan AB dans une droite G’D différente de GD, il s’ensui-
vrait que deux droites G'D et GD , comprises dans le méme
plan que CD, seraient perpendiculaires au méme point de
cette droite, ce qui est absurde (32).

THEOREME.
200. Les obliques qui s’écartent également de la per-
pendiculaire & un plan sont égales ; celles qui s’en écar-
tent le plus sont les plus longues, et la perpendiculaire

est la plus courte de toutes les droites que Uon peut me-
ner d’un point donné a un plan.

Démonstration. — La perpendiculaire étant CD
(fig. 110): 1°. Tous les points situés sur la circonférence
du cercle EF, décrit du point ) comme centre, sont éga-
lement éloignés du point C, puisque, les angles en D étant
droits, les triangles CDE et CDF seront égaux comme
ayant le c6té CD commun et les cotés DE, DF égaux:
donc CE =CF.

2°. Si l’on joint le point G, extérieur au cercle, avee
le centre D, la droite GC, située dans le méme plan que
les droites CF et CD), sera plus longue que CF (27).
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3°. La ligne CD, évidemment plus courte que CF, sera

nécessairement plus courte que toutes celles que I’on peut
mener du point C sur le plan AB.

201. Remarques.— Chaque point de la droite CD, étant
également éloigné de tous ceux de la circonférence EF
peut étre employé a la description de cette circonférence,
comme le centre .

C’est par ce moyen qu'on abaisserait ane perpendi-
culaire sur un plan, par un point extérieur : d’abord, du
point C on décrirait sur le plan AB un cercle dont on
chercherait le centre D et en le joignant avecle point C,
on aurait la droite CD perpendiculaire sur le plan AB.

La perpendiculaire CD, étant la plus courte ligne que
l'on puisse mener du point C sur le plan AB, offre la
mesure naturelle de la distance du point C i ce plan.

THEOREME.

202. 8 d’un point C de la droite CG, obligue au
plan AB (fig. 111), on abaisse sur ce plan la perpen-
diculaire CD, et que Uon joigne les points G et D par une
droite, la droite EF, menée dans le plan’AB perpendi-
" culairement & GD, sera aussi perpendiculaire sur CG.

Démonstration. — Ayant pris GE = GF, et tiré les
droites ED, FD dans le plan AB, on aura ED=FD (27).
Menant ensuite les obliques CE et CF, elles seront égales,
puisqu’elles s’écarteront également de la perpendiculaire
CD (200) ; mais en les considérant, par rapport a CG,
dans le plan ECF , clles s’écarteront également du piedG
de la droite CG, qui scra, par conséquent, perpendi-
culaire sur EF (30). *

‘THEOREME.
203. Une droite DE (fig. 112), située hors d’'un plan

AB, mais paralléle a une ligne quelconque AC menée
dans ce plan, ne lc rencontre point, quelque.prolongée
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qu'on la suppose, et est en méme temps paralléle a
toute droite BF menée dans le plan AB, paralléle-
ment a AC.

Démonstration. — 1°. La droite DE, se trouvant avec
la droitec AC dans un méme plan AD, ne pourrait ren-
contrer le plan AB que dans son intersection avec le pré-
cédent, c’est-a-dire sur AC; mais, par I’hypothése, DE
ne pouvant rencontrer AC, ne rencontrera pas non plus
le plan AB.

2%, Si, par la droite DE et par I'un des points B de
la droite BF, supposée parallé¢le 2 AC, dans le plan AB,
on ménc le plan Df, la droite Bf sera nécessairement pa-
ralléle 4 DE, puisqu’il vient d’éire prouvé que DE ne
saurait rencontrer le plan AB dans lequel Bf est aussi
contenue; et, d’aprés ce qui précéde, la ligne AC, paral-
léle 4 DE, ne pouvant pas non plus rencontrer le plan Df’
qui contient cette derniére, ne saurait, par conséquent,
rencontrer la droite Bf qui s’y trouve aussi. Les droites. AC
et Bf contenues dans le méme plan AB, ne se rencontrant
~ point, seront, donc paralléles ; et comme on ne peut
mener par le point B qu’une seule paralléle 2 AC (40),
- il s’ensuit que Bf se confond avec BF, ou que DE est
paralléle & BF, deuxié¢me partie de la proposition.

204. Corollaire. — 11 est évident par la que deux
. droites DE et BF, paralléles 4 unc troisitme AC, sont
paralléles entre elles ; car en imaginant un plan AB qui
passe par les droites BF et AC, la droite DE remplira les
conditions de I'énoncé du théoréme ci-dessus.

THEOREME.
205. Les angles BCD et FAE, qui ont les cétés pa-

ralléles et Uouverture tournée dans le méme sens, sont
égaux, quoique situés dans des plans différents.

Démonstration. — Si, par les cotés paralleles CD et
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AE, CB et AF, on fait passer deux plans AD et AB, qu’on
prenne CD = AE, CB = AF, et qu'on méne DE, BF,
DB, EF, les figures ACDE, ACBF seront des parallélo-
grammes (79); les cotésDE et BF seront, par conséquent,
égaux & AC, paralléles entre eux (numéro précédent),
et formeront un parallélogramme dans lequel on aura
DB = EF. Les triangles DCB et EAF, ayant donc leurs
cdtés égaux chacun 3 chacun , seront égaux et donneront

BCD = FAE.

THEOREME.

'206. Si dans chacun des plans AB et AD on méne,
par un point quelconque H de leur commune section AC,
des droites TH et HG perpendiculaires & cette com-
mune section, et que Uangle IHG qu’elles forment entre
elles soit égal & Uangle ihg que forment les droites ih
et hg, menées de la méme maniére dans les plans ab
etad, parrapport a la commune section ac de ceux-ci,

&0 pourra faire coincider les deux premiers plans avec
les deux derniers.

Démonstration. — SiI'on applique le plan ab sur AB,,
de maniére que ac tombe sur AC, et que le point % soit
sur le point H, la droite Ag coincidera nécessairement
avec HG, puisque les angles akg et AHG sont tous deux
droits. De plus, les droites 1H et HG, perpendiculaires

. a2 AH, déterminent un plan GHI perpendiculaire & cette
droite (198); les droites ik et kg en déterminent pareille-
ment un autre ghi, perpendiculaire 2 ah. Mais lorsque a/
est confondue avec AH, les plans GHI et ghi doivent se
confondre aussi, sansquoi il serait possible de mener par
le méme point H deux plans perpendiculaires a la méme
droite (199); et comme les angles GHI et ghi sont égaux
par Phypothése, il s’ensuit que, kg coincidant avec HG,
i/ doit aussi coincider avec IH : d’ou il est évident que les
plans ad ¢t AD coincident aussi, puisque les deux
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droites ak et th, placées dans le premier, se confon-

dent avec les deux droites AH et IH, placées dans le
second (194).

207. 1°F corollaire. — 11 suit de la que I'espace com-
pris entre deux plans AB et AD qui se coupent, considéré
entre ces limites, peut, quoique indéfini dans les autres
sens, étre comparé a tout autre espace terminé de la méme
maniére. Cet espace, qui est a I'égard des plans ce que
I'angle est a I’égard des droites (7) constitue I'angle de
ces plars, et en mesure U'inclinaison.

Je le nommerai désormais angle diédre, c’est-a-dire
angle & deur faces; et je le désignerai par quatre lettres,
dont les deux du milieu marqueront la commune section
des plans, ou I'aréte de I'angle diédre (1). L’angle formé
par les plans AB et AE ( fig. 113), qui se rencontrent
suivant la ligue AG, sera’angle diédre BGAE ou DHGC.

11 suit encore du numéro précédent, que 'angle CHD,
formé par les droites HD et HC, menées perpendiculai-
remeut i la commune section AG, des plans AB et AE, ~
est la mesure naturelle de I'angle diédre qu’ils com-
prennent entre eux; car il est visible que si I'on fait
tourner le plan AE autour de la droite AG, commune
section des deux plans proposés, ou aréte de I'angle
diédre. la droite HC, qui coincidera avec HD lorsque le
plan AE sera couché sur AB, décrira dans ce mouvement
un plan perpendiculaire 3 AG (198), et viendra se pla-
cer en HF, dans le prolongement de HD. lorsque le -
plan AE se trouvera dans celui de AB: en sorte que
I'angle CHD commeuce , augmente et finit avec celui des
plans. De plus, si I'on compare I'angle de deux plans ab

(1) On le nomme ordinaireeat eagls plan: mais cette expression est
ras-vicieuse ; car elle n'odlre que Midee d'un angle contenn dans um pla- .
et. par comsequent. celle de Nangle forsee par deus droites. Le mot dicdre
est composeé @ deux wols grecs Junt e premicr signitie dour, et le second
fece on base.
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et ae avec celui de deux autres plans AB et AE, on trou-
vera que le rapport de ces angles diédres est le méme
que le rapport des angles chd et CHD. En effet, lorsque
ces angles sont commensurables entre eux, qu'on les di-
vise en parties qui soient aliquotes de 1'un et de l'autre,
par les droites hd’, HD’, HD”, et que I'on méne, par la
commune section ag et par hd’, le plan ad’, par la com-
mune section AG et par HD', HD”, les plans AD’, AD”,
on formera d'une part les angles di¢dres dhgd’, d'hge,
etde ’autreles angles diédres DHGD', D’HGD”, D"HGC,
qui seront tous égaux (206); ct I'angle diedre dhgc sera
a l'angle di¢dre DHGC comme le nombre des parties
contenues dans I'angle chd est au nombre des parties
contenues dans I'angle CHD.

Si les angles chd et CHD n’étaient pas commensurables
entre eux, un raisonnement absolument semblable a celui
du 1° 109 prouverait que leur rapport ne saurait étre
ni plus petit ni plus grand que le rapport des angles
diédres bgae ct BGAE. 1l résulte donc de 14 que I'angle
" diédre a pour mesure Uangle plan formé par deux
droites menées dans chacune de ses faces, perpendi-
culairement & leur commune section et par un méme
point de cette droite.

Il est évident que les angles diédres jouissent des mémes
propriétés que les angles plans qui les mesurent; les
angles diédres LGAK et BGAE par exemple, opposés
par l'aréte GA, sont égaux, puisqu’ils ont pour mesures
les angles plans THF et CHD, opposés par le sommet.

208. 2° corollaire. — Un plan CD mené par la ligne
FG perpendiculaire au plan AB ( fig. 114) ne penche
d’aucun cdté de ce dernier, auquel il est par conséquent
perpendiculaire; car si 'on méne dans le plan AB, per-
pendiculairement 4 CE, la droite FK, et qu’on la pro-
longe en L, les angles GFK et GFL étant droits (196),
il résulte du numéro précédent, que les angles diédres
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ACED et BECD, formés par le plan CD sur les deux
parties AE et CB du plan AB, sont égaux comme droits.

Il est visible que, par la droite CE, prise dans le
plan AB, on ne peut élever perpendiculairement sur
celui-ci que le seul plan CD.

THEOREME.

209. Si, par un point quelconque de la commune
section CE des deux plans AB, CD, qui se rencontrent
& angle droit, on éléve perpendiculairement au pre-
mier une droite FG, cette droite sera comprise dans le
second.

Démonstration. — En effet, si elle n’y était pas, on
pourrait encore, par cette ligne et parla ligne CE, mener
un second plan perpendiculaire 4 AB, ce qui est absurde
(numéro précédent).

La droite FG est d’ailleurs perpendiculaire sur la com-
mune section CE (196).

210. Corollaire. — 1l suit de la que I'intersection GH
(fig. 115) de deux plans CD et EF perpendiculaires a
un troisiéme AB est perpendiculaire i ce dernier; car la
perpendiculaire élevée par le point G du plan AB devant,
par le numéro précédent, se trouver en méme temps
dans le plan CD et dans le plan EF , ne peut étre que leur
commune section GH.

THEOREME.
211. La droite FG (fig. 114), menée perpendiculaire-
ment a CE dans le plan CD qui rencontre le plan AB
& angle droit, est perpendiculaire & ce dernier.

Démonstration. — Si, par le point F, on méne dansle
plan AB la droite FK perpendiculaire & CE, I’angle GFK
sera nécessairement droit, puisque le plan CD est, par
I’hypothése, perpendiculaire sur AB (208). La ligne GF,
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se trouvant donc en méme temps perpendiculaire aux
deux droites CE et KL menées dans le plan AB, sera
aussi perpendiculaire a ce plan (196).

THEOREME.

212. Deux droites FG et HI, perpendiculaires & un
méme plan, sont paralléles entre elles; et réciproque-.
ament, sila droite FG est perpendiculaire au plan AB,
et que HI soit paralléle & FG, HI sera aussi perpendi-
culaire au plan AB.

Démonstration. — Si V'on joint les points F et H par
la droite CE, et que I'on méne par cette ligne et par la
ligne FG le plan CD, qui sera perpendiculaire 4 AB, il
comprendra la ligne HI, puisqu’elle est aussi perpendi-
culaire 3 AB (209); et cette derniére, se trouvant alors
dans le méme plan que FG et perpendiculaire & la méme
droite CE, sera paralléle 3 FG (39).

Réciproquement, si les lignes FG et HI sont paral-
leles, le plan CD qui les contiendra sera perpendiculaire
sur AB, lorsque I'une d’elles, FG par exemple, sera per-
pendiculaire sur ce dernier; et comme, en vertu du pa-
rallélisme, I'autre droite HI se trouvera perpendiculaire
sur CE aussi bien que FG, elle sera perpendiculaire au

" plan AB, d’aprés le numéro précédent.

THEOREME.

213. Deux plans perpendiculaires a une méme
droite GH (fig. 116) ne sauraient se rencontrer.

Démonstration. — S'ils se rencontraient en effet, et
que I'on joignit I'un des points de leur commune section,
qu’on suppose étre EF, avec les points G et H, ou la per-
pendiculaire GH les rencontre, les droites HF et GF,
qui, partant d’un méme point, formeraient un triangle -
avec GH, seraient nécessairement dans le méme plan
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avec cette dernlére, et comme elles devraient la rencon-
trer a angles droits (196), il s’ensuivrait que d'un méme
point on pourrait abaisser dans le méme plan deux
perpendiculaires sur une droite, ce qui est absurde (32).

214. Deux plans perpendiculaires 4 une méme droite,
ne se rencontrant point, sont paralléles entre cux.

THEOREME.
218. Lorsque deux plans paralléles ABetCD (fig.117)

sont coupés par un troisitme FH, les intersections EF
et GH sont paralléles entre elles.

Démonstration. — 1l est visible que les droites EF
et GH, comprises dans le méme plan FH, ne peuvent se
rencontrer, quelque loin qu'on les prolonge, sans que
les plans AB et CD, qui les contiennent respectivement ,
ne se rencontrent aussi; ce qui ne saurait arriver, puis-
qu’ils sont paralléles.

216. Corollaire. — 1l suit de 1a: 1°. Que deux plans
paralléles ont leurs perpendiculaires communes ;

2°. Que ces perpendiculaires sont égales, d'oa il
résulte que la distance des plans paralltles est la méme
dans tous leurs points.

En effet, si I'on éléve sur le plan AB ( fig. 118) la
perpendiculaire GH , et qu'on tire par son pied les droites
GL et GI, les plans LGH et IGH couperont le plan CD
suivant des droites HM et HK, paralléles aux droites
GL et GI, du plan AB, et, par conséquent, perpen-
diculaires comme ces dcrméres a GH : donc (196) GH
est perpendiculaire au plan CD en méme temps qu’an
plan AB.

En second lieu, si 'on éléve encore sur le plan AB la
perpendiculaire RS, et que I'on congoive le plan GRS,
la figure GHSR sera un parallélogramme rectangle (215),
et donnera, par conséquent, GH = RS.



DE GEOMETRIE. 145

THEOREME.

217. 8ideux droites qui se coupent sont paralléles a
deux autres droites qui se coupent, le plan déterminé
par les deux premiéres sera paralléle a celui que déter-.
. minent les deux autres.

Démonstration. — En effet, si les droites HM et HK
‘sont paralléles aux droites AP et AN, ct que I'on abaisse
du point H, perpendiculairement au plan AB, la
droite GH, elle sera perpendiculaire sur chacune des
droites GL et GI menées dans ce plan parallélement aux
deux droites AP et AN, et qui seront paralléles aux
droites HM et HK (204) : la ligne GH sera donc aussi
perpendiculaire sur ces derniéres, et, par conséquent,
sur le plan CD qu’elles déterminent (196); les plans AB
et CD, étant alors perpendiculaires a la méme lelle GH,
seront donc paralléles (214).

218. Corollaire. — 1l suit de la que, par deux droites
HQ et GI (fig. 119), qui, ne se coupant point et n’étant
point paralléles, ne sauraient étre comprises dans un
méme plan, on peut toujours faire passer deux plans
paralléles, dont la plus courte distance donne celle des
deux droites proposées.

En effet, si 'on méne par un point quelconque M de
la droite HQ une ligne MD paralléle 4 GI, et par un
point quelconque R de la droite GI, une ligne RO paral-
lele 3 HQ, les droites HQ et MD, respectivement paral-
leles aux droites RO et GI, détermineront un plan CD,
paralléle au plan AB qui passe par ces derniéres.

11 est visible que les droites HQ et GI ne peuvent s ap-
procher de plus prés que ces plans.

219. Remarque. —Si, par un point quelconque R de
la droite GI, on méne une perpendiculaire RS sur le
plan CD, le plan GS, passant par RS et par GI, sera en

CEOMETRIE, 16° édit. 10
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méme temps perpendiculaire sur CD ct sur AB (216), et
rencontrera le premier, suivant une droite HK paralléle
a GI (218), et qui coupera la droite HQ au point H, ou
celleci s’approche le plus de GI; car, si du point H on
abaisse sur GI la perpendiculaire HGs, elle sera perpen-
diculaire au plan AB (211) et, par conséquent, aussi au
plan CD (216) : elle mesurera donc la plus courte dis-
tance des plans et des droites. .
11 faut bien observer qu'clle est perpendiculaire en
méme temps aux deux droites proposées HQ et GI (196).

THEOREME.

220. Dewrx droites GH et IK, comprises entre deux
plans paralléles AB ct EF (fig. 120), sont toujours cou-
pées en parties proportionnelles, par un troisiéme
plan CD paralléle aux deux premiers.

Démonstration. — Pour le prouver, on joindra d’a-
bord le point H et le point I par une droite HI, puis on
tirera dans le plan CD, par les points L, M, N ou les
droites GH, HI, IK le rencontrent, les droites LM et MN
que I'on pourra considérer comme les intersections du
plan CD avec les plans triangulaires GHI, HIK, et qui
seront, par conséquent , paralléles aux droites GI et HK,
dans lesquelles GHI rencontre AB, et HIK rencontre
EF (215). Le triangle GHI, ayant donc ses cotés GH et HI
coupés par la ligne LM paralléle a GI, donnera

HL:LG::HM:MI, HL:HG::HM:HI;
MN étant paralléle a HK , le triangle HIK donnera

HM :MI:: KN:NI, HM:HI::KN:KI;
d’ou I’on conclura,, conformément & 'énoncé,

HL ;LG ::KN:NI, HL::HG::KN:KL

221. Lorsque plusieurs plans ASB, BSC, CSD, DSE,
ESI, FSG. GSA ( fig. 121), qui passent par le méme
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point 8, se rencontrent deux a deux, l'espace qu'ils com-
prennent entre eux, indéfini dans le sens opposé au
point S, se nomme ordinairement angle solide; mais je
crois devoir I'appeler angle polyédre, ou angle & plu-
sieurs faces, par la raison que j’ai déja donné le nom
d’angle diédre, ou angle a deux faces, a celui que deux
plans forment entre eux (1). Cette nomenclature offre
d’ailleurs 'avantage de distinguer les angles de ce genre
par le nombre de leurs faces. L’angle a trois faces SABC
(fig. 122) sera_ nommé angle triddre; un angle qui
aurait quatre faces serait un angle tétraédre; I'angle
SABCDEFG ( fig. 121) est un angle eptaédre.

f.e point S, ot se rencontrent toutes les faces de I’angle,
en est le sommet ; leurs intersections successives SA , SB,
SC, SD, SE, etc., sont les arétes de I'angle. Ce qui
constitue ’angle polyédre SABCDEFG, et le distingue de

-tout autre angle composé du méme nontbre de faces, ce
sont les angles plans ASB, BSC, CSD, etc., formés par
ses arétes consécutives, et les inclinaisons respectives de
ces faces, ou les angles did¢dres qu’elles forment entre
elles.

11 y a donc dans I'angle triédre six choses a considérer,
savoir, trois angles plans et trois angles diédres.

THEOREME.
222. La somme de deux quelconques des angles plans

qui composent-un angle triédre est toujours plus grande
yue le troisiéme.

Démonstration. — Si les angles plans ASB, ASC,
BSC ( fig. 122) étaient égaux entre eux, la proposition
serait évidente par elle-méme. Dans le cas contraire, soit
ASB le plus grand des trois : on y ménera la droite SD,

(1) On verra plus bas des raisons assez fortes pour baunir de la Géo-
métrie le mot solide, dont la signification la plus connue dans notre langue
vépond A une idée trés-diflérente de celle qu’on y attache en Géométrie.

10.
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de maniére que I'angle ASD soit égal a ASC; on prendra
SD = SC, et 'on tirera les droites ADB, AC, BC. Les
deux triangles ASC et ASD seront égaux, puisquc les
angles ASC et ASD, égaux par construction, se trou-
veront compris entre des cOtés respectivement égaux;
on aura donc AC = AD. Mais AC + BC > AB (15) ou
AC + BC > AD + BD; retranchant, de part et d’autre,
les lignes égales AC et AD, il en résultera BC > BD. Or
les triangles BSC et BSD ayant les cotés SC et SD égaux
entre eux et le coté SB eommun , I'angle BSC, opposé au
c6té BC plus grand que BD, surpassera nécessairement
I'angle BSD opposé a ce dernier (19); d’ou il est évident
que ASC + BSC = ASD + BSC surpasse ASD —+ BSD
ou ASB. L

THEOREME.

223. Sideux angles tridres SABC, S'A’B'C’ (fig. 123)
sont formés de trois angles plans égaux chacun & cha-
cun, les angles di¢dres compris entre les angles plans
égaux seront égaux, c’est-a-dire que les faces semblables
seront également inclinées entre elles dans chacun des
angles tricdres proposés.

Démonstration.— Soient ASB=A’S'B', ASC=A'S'C/,
BSC=B'S'C’; si, sur les arétes BS et B'S/, par lesquelles
se joignent des angles plans égaux, on prend BS = B'S/,
et que par les points B et B’ on congoive des plans ABC,
A’'B'C’ perpendiculaires a ces arétes, les triangles BSC,
ASB, étant rectangles en B, comme les triangles B'S'C/,
A’S'B’ le sont en B', scront égaux a ces derniers, a cause
de I’égalité des cotés BS et B'S/, et de celle des angles

‘BSC et B'S'C’, ASB et A'S'B’ (18) : on aura donc

SC=§'C, SA=SA, BC=BC, AB=A'B.
Mais comme ASC = A’S'C/, les triangles ASC et A'S'C’

serontégaux (16), etdonneront, parconséquent, AC=A'C'.
Enfin, les trois c¢otés des triangles ABC et A’B'C’ étant
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égaux, les angles ABC et A'B’C’, qui mesurent les an-
gles diédres formés par les plans BSC et ASB, B'S'C’
et A'S'B’ (206), seront égaux, comme le porte I'énoncé
de la proposition. )

La construction ci-dessus, supposant que le plan ABC
rencontre en méme temps les arétes SA et SC, ne peut
avoir lieu lorsque les angles ASB et BSC ne sont pas tous
deux aigus ; mais si un seul ou tous les deux étaient obtus,
on prolongerait au dela du point S, soit I'une des arétes
SA, SB, soit toutes les deux. Ces prolongements donne-
raient un nouvel angle trié¢dre,, dans lequel I'angle diédre
formé sur I'aréte SB serait, ou le supplément de CSBA ,
ocu la continuation de cet angle (207). La méme construe-
tion opérerait un changement analogue sur I'angle triédre
S'A'B'C’.

Quand les deux arétes SA et SC sont perpendiculaires
a SB, elles sont paralléles au plan ABC; mais alors leur
angle ASC mesure I'inclinaison des plans SBA et SBC;
il en cst de méme dans le second angle triédre, et la pro-
position est évidente par elle-méme.

Si un seul des angles ASB, BSC est droit, le premier
par exemple ( fig. 124), on prolongera les arétes SA et SB
s'il est nécessaire pour que les angles ASC et BSC soient
aigus; on ménera d’'un point quelconque de I'aréte SC
les plans CAD et CBD perpendiculaires, I'un sur SA,
I’autre sur SB; ASB leur sera perpendiculaire (208), et
ils se couperont, par conséquent, suivant une droite CD
perpendiculaire a ce plan (210). Prenant S'C' =S8C, et
faisant la méme construction sur I’angle tri¢dre S'A’B'C’,
les triangles SAC et S’A’C’, SBC et §'B'C’ seront respec-
tivement égaux, car ils ont deux angles et un cété égaux:
donc

AC=A'C, BC=BC, AS=A'S, BS=TPS.

Les deux derniéres égalités établissent celle des rectangles
&3
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ASBD et A'S'B'D’: donc BD = B/I); alors les triangles
CBD, C'B’'DY, rectangles en D et D/, ayant chacun a
chacun deux cotés égaux, dont un est hypoténuse, seront
égaux (34). Ainsi, CD = C'D’, et, par conséquent, les
angles CBD et C’B'D’ qui mesurent les inclinaisons des
plans ASB et BSC, A’S’B’ et B’S/C’ seront égaux aussi (1).

THEOREME.
224. Deux angles triédres SABC et S"A"B"C/ (fig.123),

formés par trois angles plans égaux et semblablement
disposés entre eux, sont égaux dans toutes leurs parties.

Démonstration. — Si I'on fait coincider les faces égales
ASB, A”S"B” par les arétes AS et A”S”, les faces égales
ASC et A”S"C”, qui sont également inclinécs sur les
précédentes (numéro précédent), coincideront aussi; et
i cause de I'égalité des angles plans ASB, A”S”B”, ASC,
A"8"C", les arétes SB et S”B”, SC et S"C” coincideront,
et, par conséquent, aussi les faces BSC et B”S"C” déter-
minées par ces arétes.

225. Remarque. — 1l est bien important d’observer
que la coincidence des angles triédres ne peut avoir lieu
que dans le cas ou les faces égales sont semblablement
placées dans I'un et dans I’autre; c¢’est-a-dire lorsque tous
deux étant posés sur des faces égales, et ayant leur sommet
‘tourné du méme c6té, les angles di¢dres égaux sont ouverts
dans le méme sens, ainsi que cela arrive 4 I'égard des
angles SABC et S"A”B”C”, mais non pas a I'égard des
angles SABC et S'A’B'C’. Dans ce dernier, I'angle diédre

(1) M. Vecten, professeur au Lycée de Nimes, m’a fait remarquer qu’en
menant, par le sommet S le plan perpendiculaire & ’aréte SB, on pouvait
former une construction applicable a tous les cas ; mais la figure étant un
peu plus diflicile a concevoir que la fig. 123, j"ai cru devoir conserver ici
la démonstration de Robert Simson qui, le premier, a donné ce théoréme
et le suivant pour remplir unc lacune que présentait le 11¢ livee des ijlc_’-
wents d' Fuclide.
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que I'angle polyédre a de faces, il restera nécessairement
moins de deux fois deux angles droits ou de quatre angles -
droits pour la somme des angles plans ASB, BSC, etc.,
formés au sommet S de I'angle polyédre SABCDE.

Des corps terminés par des plans.

227. Les corps terminés par des plans se nomment
corps polyédres, ou simplement polyédres.

On ne peut fermer de toutes parts un espace par un
nombre de plans moindre que quatre. Le corps SABC
(fig. 126), compris entre les quatre plans ASB, ASC,
BSC, ABC, se nomme tétraédre.

Tout corps dont une des faces est un polygone quel-
conque, ct dont toutes les autres sont des triangles ayant
leur sommet au méme point, se nomme pyramide. Le
corps SABCDE ( fig. 127) est une pyramide pentago-
nale, parce que sa base ABCDE est un pentagone; le
point S, sommet commun des triangles ASB, BSC, CSD,
DSE, ESA, est aussi le sommet de la pyramide. Le
tétraédre’ SABC de la fig. 126 est lui-méme une pyra-
mide triangulaire. Tous ses angles polyédres n’ont que
trois faces, cc qui n’a lieu que pour les angles adjacents
a la base dans les autres pyramides; et 'on peut prendre
pour base celle de ses faces qu’on veut.

Les tétraédres sont dans I'espace ce que les triangles
sont sur un plan; car, de méme qu’on fixe la position
d’un point sur un plan, en le liant par un triangle a
deux points donnés, on fixe celle d’un point dans Iespace,
cn le liant par un tétraédre a trois points donnés. Voici
les principales propriéiés des tétraédres, jointes & quel-
ques-unes de celles des pyramides, qui ont la plus grande
analogie avec les tétraédres.

THEOREME.
228, St les angles triédres S et S' des tétracdres SABC,
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S'A’B’'C*(fig. 126) sont composés de triangles égaux et
semblablement disposés , ces tétraédres seront égaux; et
ils le seront encore si les faces SAB et SAC de l'un sont
égales aux faces S’A’B' et S'A’C’ de Uautre , assemblées
de la méme maniére, et forment entre elles le méme
angle diédre que celles-ci.

Démonstration. — 1°. 1l est évident qu’en faisant
coincider la face SAB avec la face S’A’B/, les autres faces
égales, étant également inclinées sur celles-ci (223),
coincideront aussi. :

2°. La face SAB coincidant avec S’A’B’, la face SAC
coincidera avec S'A’C’, quand I'angle di¢dre CSAB sera
égal 3 C'S’A’B’; et les droites SB et SC se trouvant alors
confondues avec S'B’ et S'C’, les faces SBC et S'B'C’/

coincideront nécessairement.

229. On donne le nom de polyédres semblables i ceux
dont les faces sont des polygones semblables et dont lés
plans sont en méme nombre, semblablement disposés et
également inclinés les uns 4 I'égard des autres, ou forment
des angles diédres égaux. On va voir que la derniére de
ces conditions résulte des autres pour les tétraédres et les
pyramides (1). .

THEOREME.

230. Lorsque les triang‘le.s' qui forment deux angles
triedres homologues de deux tétraédres sont semblables
chacun & chacun, et semblablement disposés, ces té-
traédres sont semblables ; et ils le seront encore si deux
Jaces de Uun font entre elles le méme angle que deux

(1) M. Cauchy, déja cité (page 135}, a démontré, dans le 16¢ cahier du
Journal de I'Ecole Polytechnique, qu’il en était de méme pour tous les.po-
lyédres convexes, ce qui était supposé sans preuve, dans les Eléments
d’Euclide, ct étendu & tous les polyédres, sans la restriction dont Robert
Simson avait déjircconnu le besoin. (Vorezaussi la Géométrie de LEGENDRE,
9° édition.) :
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faces de Uautre , sont en outre semblables a celles-ct , et
assemblées par des cotés homologues.

Démonstration. — 1°. Si les triangles SAB, SAC,
SBC ( fig. 126) sont respectivement semblables aux tri-
angles S'DE, S'DF, S'EF, et disposés de la méme ma-
ni¢re , que 'on prenne sur I'aréte $'D, homologue dans
le tétraédre S'DEF a I'aréte SA du tétraédre SABC, la
_ partie S’A’=SA, et que, par le po:nt A’, on méne le
plan A’B’'C’ parallele a DEF, on determmera dans le té-
traédre S'DEF, un tétraédre S’A’B’C’ semblable a S’DEF
et égal 3 SABC.

En effet, il est évident qu’en vertu du parallélisme des
droites A'B’ et DE, A’C’ et DF, B'C’ et EF (205), les
“faces S'A’B’ et S'DE, S’A’C’ et S'DF, §'B'C’ et S'EF,
situées deux 4 deux dans le méme plan, seront sem-
blables. De plus, les triangles A’B’C’ et DEF, situés dans
des plans différents, ayant aussi leurs cotés paralléles, et,
par conséquent, leurs angles égaux (208), seront sem-
blables. Les deux tétraédres S’A’B’C’ et S’'DEF ayant
donc leurs faces semblables et leurs angles triédres homo-
logues formés par des angles plans égaux, auront chacun
a chacun tous leurs angles diédres égaux (223), et seront
nécessairement semblables.
Maintenant, les triangles S’A'B’ et S’A’C/, équiangles
a S’DE et a S’DF par construction, et, par conséquent,
a SAB ct a SAC, d’aprés I'hypothése, seront égaux & ces
dernicrs, puisque les deux cotés homologues S’A’ et SA
sont egaux(w) onaura donc ainsi $’'B' =SB, §'C’ =8C,
ce qui entrainera 1'égalité des triangles équiangles S'B'C’
et SBC, et, par suite, celle des tétraédres S’A’B'C’ et
SABC (228). Donc, enfin, les tétraédres SABC et S'DEF,
I'un égal, 'autre semblable 4 $’A’B’C’, sont semblables
entre eux.

2". Si les triangles SAB et SAC sont semblables aux
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triangles S'DE et S'DF, de plus, joints par des cotés
homologues & ceux qui réunissent ces derniers, et que
I’angle diédre CSAB soit égal a I'angle diédre FS'DE,
le tétratédre S’A’B'C’ construit ci-dessus sera égal a
SABC (228), comme ayant deux faces, S’A’B’ et S’A’C/,
égales aux faces SAB et SAC, et formant entre elles le
méme angle di¢dre que ces derniéres : le tétraédre SABC
sera donc encore semblable 4 S'DEF.

THEOREME.

231. Deux pyramides quelconques sont semblables
lorsque toutes leurs faces sont semblables et semblable-
ment disposées.

Démonstration. — Soient SABCDE, S'FGHIK
(fig. 127) les deux pyramides proposées; il est visible
que tous leurs angles diédres font partie des angles triédres
adjacents aux bases ABCDE, FGHIK. Mais ceux-ci ,
lorsqu'’ils sont homologues, comme Bet G, C et H, etc.,
élant compris entre des faces semblables et semblable—
ment disposées, sont formés d’angles plans égaux; ils ont
par conséquent leurs angles diédres égaux : les pyramides
réunissent donc tous les caractéres de la similitude (229).

232. 1** corollaire. — Si l'on coupe la pyramide
S’FGHIK par un plan A’B/C'D’E’ parall¢le a FGHIK,,
on aura une pyramide $'A’B’C’D’E’ semblable a la pyra-
mide entiére ; car il est facile de reconnaitre que toutes
les faces de I'une seront semblables a celles de I'autre,
et semblablement disposées, puisque les triangles A’B'C’
A'C'D’', A’'D'E’ sont respectivement semblables aux
wiangles FGH, FHI, FIK, d’ou il résulte que les bases
A'B'C'D'E! et FGHIK sont semblables entre elles.

Il est visible que les pyramides S’A’B'C'D'E’ et
SABCDE scrout égales, si I'unc des arétes S'A’ de la
premiére est égale asa correspondante SA dansla seconde 3
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car les faces de l'une et de l'autre étant semblables a
celles de la pyramide S’FGHIK, sont semblables entre
elles, et doivent par conséquent devenir égales lorsqu’elles
ont un coté commun, puisqu’'en vertu du n° 18, des
triangles équiangles sont égaux quand ils ont chacun a
chacun un cbté égal; de plus, les angles triédres de cha-
cune de ces pyramides, étant formés d’angles plans
égaux, auront leurs angles diédres égaux (223). Par
conséquent, lorsque les bases A’B’C'D'E’ et ABCDE
coincideront, les pyramides S'A’B’C’D’E’ et SABCDE
coincideront aussi.

En menant des plans par les sommets S et §' et par les
diagonales AC, AD, FH et FI, on prouverait encore,
avec un peu d’attention , que les pyramides SABCDE ,
S’A’B'C'D’F/ et S’FGHIK sont composées d’'un méme-~
nombre de tétraédres semblables et semblablement dispo-
sés, et que les pyramides S’A’B'C'D'E’ et SABCDE le
sontde tétraédres égaux, d’ou I'on pourrait aussi conclure
que ces derniéres sont égales.

11 convient d’observer que 1'8galité de ces pyramides
emporte celle des perpendiculaires SP et S'P’, abaissées
des sommets S et ' sur les bases respectives.

233. 2¢ corollaire. — 1l suit de la similitude des faces
des pyramides SABCDE , S'FGHIK, que les arétes de ces
pyramides sont proportionnelles entre elles et aux per-
pendiculaires SP et S'Q abaissées des sommets sur les
bases; car, en comparant les faces triangulaires homo-
logues SAB et S'FG, SBC et S'GH, etc., on aura ces
suites de rapports égaux : ‘

SA:S'F::AB:FG:: SB:S§G,
SB:SG::BC:GH::SC:SH,.
desquelles on tirera celle-ci :
SA:S'F::SB:SG: SC:SH:...
::AB: FG :: BC: GH :i ....
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De plus, le parallélisme des plans A'B'C'D'F/ et
FGHIK donne (220)
SA:S'F:S'P:SQ,
ou
SA:S'F:. SP :5Q,
puisque S’A’ = SA, S'P' =8P, et le rapport SA : §'I"

lie cette derniére proportion aux précédentes.

234. Remmarque. — On peut, parle moyen de ce qui pré-
céde, trouverla hauteur d’'une pyramide quand on connait
les dimensions d’un tronc tel que FGHIKA’B'C'D'E’,
qui reste lorsqu’on en a retranché la partie supérieure
S’A’'B’C'D’E’, au moyen d’un plan A’B'C’'D’E’ paral-
léle a la base FGHIK. Pour cela , il suffit de considérer la
proportion

A'B' FG ::S'P':§'Q,
de laquelle on conclut
FG —A’B': FG :: SQ—S'P’': §Q,
ou .
FG —A'B': FG :: P'Q : S'Q.
Les trois premiers termes de la derniére proportion sont

donnés par le tronc méme , dont P'Q est la hautcur, et
font connaitre la hauteur §'Q de la pyramide entiére.

THEOREME.

238. Les bases des pyramides semblables SA'B'C'D'F’
et S'FGHIK sont entre elles comme les carrés de deux:
arétes homologues quelconques S'A’, S'F, et comme les
carrés des perpendiculaires S'P' et §'Q, abaissées du
sommet sur leur plan.

Démonstration. — Les bases étant semblables. on a

d’abord (176)
A'B'C’'D'Y : FGHIK :: A'B'": FG':
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mais, par le n® 233,
A'B' . FG :: S’A’ : S'F .. S'P' : §/Q,
et, par conséquent,
AR FG ::SA:§F 8P :§Q
d’ou il résulte
A'B'C'D'E’ : FGHIK :: §A’" : SF’ :: §P" : §Q’,
ce qui contient les deux parties de la proposition.

11 est visible que, dans les proportions obtenues pré-
cédemment, on peut substituer , au lieu de la pyramide
S’A’B'C'D’'E’ et des lignes qui lui appartiennent, la
pyramide égale SABCDE et les lignes correspondantes.

236. Corollaire. — 1l suit de la que les sections faites
a la méme distance des sommets, dans deux pyramides
quelconques , sont dans un rapport constant, quelles que
soient d’ailleurs ces distances et les figures des bases.
En effet, si dans le tétraédre de la fig. 26 les distances
$’Q et S'P sont égales aux distances S'Q et S'P/, dans
la pyramide de la fig. 127, le rapport des carrés des
deux premiéres étant égal A celui des carrés des deux
derniéres, le rapport des triangles DEF et A’B/C' sera,
par conséquent, égal i celui des pentagones FGHIK et
A’B'C'D'E’; en sorte quon aura

DEF : A'B'C’ :: FGHIK : AB'C'D'E,
ou ‘
DEF : FGHIK :: A’B'C’ : A’B'C’'D’FE'.

237. On distingue encore parmi les polyédres, sous
le nom de prismes, ceux qui ont deux faces opposées,
égales et paralltles, qu'on nomme bases, et dont
toutes les autres sont des parallélogrammes. Le corps
ABCDEFGHIK ( fig. 128) est un prisme ; sa base est
le pentagone ABCDE, et voici sa construction. Par le
sommct des angles de cette base et hors de son plan,
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on a mené des droites AI'; BG, etc., paralléles egtre
elles, et terminées a un plan FGHIK parallé¢le au plan
ABCDE : les arétes AF, BG, CH, ctc., prises deux a
deux, déterminent les faces AFGB, BGHC, etc., qui
sont des parallélogrammes, puisque les droites AB et FG,
BC et GH sont paralléles deux a deux (215).

11 est visible que le polygone FGHIK formant la base
supérieure du prisme est égal au polygone ABCDE for-
mant la base inférieure; car ils ont leurs cdtés et leurs
angles égaux chacun a chacun (205). Par la méme raison,
la section faite dans le prisme proposé, par tout plan
paralléle a sa base, sera aussi égale a cette base.

On doit remarquer que chaquc angle polyédre d'un
prisme n’est composé que de trois angles plans.

Un prisme dont les arétes sont perpendiculaires sur sa
base est droit ; les autres sont obligues.

238. Le prisme ABCDEFGH ( fig. 129), qu'on dési-
guerait aussi par AG, et dont la base ABCD est un paral-
lélogramme, se nomme parallélépipéde : ses faces op-
posées, ABFE, DCGH par exemple, sont égales et
paralléles. Leur égalitéest évidente d’aprés la construction
du prisme (237), et leur parallélisme résulte de cclui des
cotés des angles EAB, HDC égaux entre eux (247).

THEOREME.

239. Un polyédre compris entre six plans paralléles
deux & deux est un parallélépipéde.

Démonstration. — 1°. Le plan ABFE coupant les deux
plans paralléles ABCD et EFGH suivant les droites AB
et EF paralléles entre elles (245), et les plans paralléles
ADHE et BCGF suivant les droites AE et BF paralléles
entre elles, la figure ABFE est nécessairement un parallé-
logramme. On montrerait de la méme maniére que cha-
cune des autres faces du polyédre AG est un parallélo-
gramme. 2° Les cotés AB ct DC, étant opposés dans le
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parallélogramme ABCD, sont égaux; les cotés HD et AE,
CG et BF le sont aussi comme opposés dans les parallélo-
grammes ADHE, BCGF; enfin, les angles CDH et BAE,
DCG et ABF sont égaux comme ayant leurs cdtés paral-
l¢les et leur ouverture tournée dans le méme sens (205)
les parallélogrammes opposés , ABFE et CDHG, ayant
ainsi chacun a chacun trois cdtés et deux angles égaux,

seront donc égaux (85).

THEOREME.

240. Si les angles triédres B et B’ des prismes Al
et A'Y (fig. 128) sont composés de polygones égaux et
semblablement disposés, ces prismes seront égaux.

Démonstration. — 11 est visible que lorsque la coinci-
dence des angles tri¢dres B et B’ sera établie (224), les
faces ABCDE et A’'B'C'D’E’, BCHG et BC'H'G’ se
trouvant confondues , les droites CD et C'D’, CH et C' H’,
coincideront nécessairement, i cause de I'égalité de ces
faces. Mais les lignes CD et CH déterminant la face
CDIH, et les lignes C'D’ et C'H’ la face correspon-
dante C'D'T'H’, il s’ensuit que ces faces coincideront
aussi. On prouverait de méme que tous les autres paral-
lélogrammes du prisme Al doivent se confondre avec
ceux du prisme A’l’; d’ot il résulte que les polygones
FGHIK et F'G'H'I'K’ coincideront aussi, puisque les
cOtés du premier se trouveront confondus avec cefix du
second (1).

241. Remarque. —Je passe maintenant aux polyédres
de figure quelconque. On peut toujours, en joignant par
des droites le sommet d’un de leurs angles & tous les
autres, et divisant toutes leurs faces en triangles, les

(1) Il serait aisé de prouver que 1’égalité des prismes se changerait ea
similitude, si les polygones assemblés au méme angle triddre étsient
seulement semblables et semblablement disposés.

cEoMETRIE, 16° édit. 1z
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partager en pyramides triangulaires qui ont pour faces
des plans menés de ce point aux arétes et aux diagonales
des faces du corps proposé. L’inspection de la fig. 130
rend la chose évidente. Le polyédre ABCDEFG se trouve
partagé dans les cinq pyramides

GABC, GABF, GAEF, GAEC, GEDC,

dont le sommet est au point G, et qui se forment en
joignant d’abord ce point avec les sommets A, B,C,D, E
des autres angles polyédres, ce qui donne les pyramides
GABCDE, GABF, GAEYL, ayant pour bases les diverses
faces qui ne font point partic de I'angle polyédre G et
partageant ensuite en triangles celles de ces faces qui
ont plus de trois cotés, on a les bases des pyramides
triangulaires désignées précédemment.

Je ne m’arréterai pas a prouver quedeux corps composés
d’un méme nombre de pyramides triangulaires égales et
semblablement disposées sont égaux ; mais je ferai re-
marquer, par analogie avec ce qui a été dit sur les poly-
goues, dans le n° 91, qu'un polyédre quelconque cst
déterminé en donnant les sommets de trois dc ses angles
polyédres, et leurs distances a tous les autres (227).
11 suit de 1a que N désignant le nombre des angles du
polyédre, sa détermination absolue dépend des 3 (N— 3)
lignes mendes aux angles du triangle pris pour base, et
des treis cotés de ce triangle, ce qui fait en tout 3N —6
dounées (1).

(1) Le nombre des angles d’un polyédre, celui de ses faces et celui de
ses arétes, remplissent une condition remarquable découverte par Euler,
et que voici: S désignant le nombre des angles polyédres, H celui des
faces, A cclui des arétes, on a toujours S + H = A + 2. Pour le cube par
exemple, S =8, H=6, A =1a. (Vorez le 16¢ cahier du Journal de I'Ecole
Polytechnique, dans lequel M. Cauchy a donné des théorémes nouveaux et
curieux a ce sujet, et les Annales de Mathématiques, par M. Gergonne,
tome XIX, p. 333.)
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THEOREME.

242. Deux polyédres qui sont composés d’'un méme
nombre de pyramides semblables et semblablement
disposées, sont semblables.

Démonstration.—Soientlesdeux polyédres ABCDEFG,
abcedefg ( fig. 130), composés d'un méme nombre de
pyramides semblables, .

GABCDE et gabede,
GAEF et gaef,
GABF et gabf (1),

dont les sommets sont 2ux points G, g, et semblable-
ment disposées; il faut prouver que toutes les faces de
I'un des corps sont semblables a celles de 'autre, sem-
blablement disposées, et forment des angles diédres
égaux (229).

En jetant les yeux surla figure, on voit d’abord que
toutes les faces des deux polyédres sont ou des faces sem-
blables de¢ pyramides homologues, ou composées d’un
méme nombre de ces faces, semblablement disposées
catre clles.

Les faces telles que ABCDE et abcede sont dans le
premier cas, puisqu’elles appartiennent aux pyramides
GABCDE et gabede, situées de la méme maniére dans
I'un et dans l'autre polyédre. )

Il en cst de méme des faces ABF, abf, communcs aux
polyédres ct aux tétraédres GABF et gabf.

La similitude des faces DEFG et defg se rapporte au
sccond cas, parce qu'elles sont respectivement formées
des triangles DEG et EFG, deg et efg, appartenant aux
pyramides GABCDE et GAEF, gabcde et gaef, dont

(1) Pour aider le lecteur & concevoir les pyramides comprises dans
chacun des polyédres, j’ai placé la premiére la lettre qui désigne le som-
met; les autres font connaltre la base.

11.
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les deux premiéres sont semblables aux deux derniéres.
Il en sera de méme des faces BFGC et bfgc, composées
des triangles BCG et BFG, bcg et bfg, appartenant aux
pyramides GABCDE et GABF, gabcde et gabf. '

Un semblable raisonnement prouverait la similitude
de toutes les faces des polyédres, en quelque nombre
qu’elles fussent. .

On s’y prendra de méme pour reconnaitre I'égalité des
angles di¢dres que ces faces comprennent. Les uns sont
égaux parce qu’ils sont communs aux polyédres et a deux
pyramides semblables: tels sont les angles GDEA et gdea,
faisant partie des polyédres et des pyramides GABCDE
et gabede; tels sont encore les angles GEFA et gefa,
appartenant aux tétraédres GAEF et gaef.

Les autres angles sont égaux parce qu'ils sont formés
de la réunion d’un méme nombre d’angles égaux comme
appartenant a .des pyramides semblables : tels sont les
angles BFAF. et bfae, composés respectivement des angles
BFAG et GFAE, bfag et gfae, appartenant aux pyra--
mides GABF et GAEF, gabf et gaef. Le méme raison-
nement aurait lieu, quel que fiit le nombre d’angles des
polyédres. 11 pourrait arriver que ces angles fussent com-
posés de plus de deux angles des pyramides, mais la dé-
monstration ne changerait pas dans ce cas: on remar-
quera d'ailleurs son analogie avec celle du n° 88, qui se

rapporte aux polygones.

THEOREME..
243. Lorsque deux polyédres sont semblables, ils
peuvent étre partagés en un méme nombre de tétraédres
semblables et semblablement disposés.

Démonstration. — 11 est d’abord évident que si, dans
les faces semblables des polyédres proposés, on joint les
angles homologues par des diagonales, on formera sur
ces faces un méme nombre de triangles semblables et
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semblablement disposés. Choisissant ensuite sur les deux
corps deux faces semblables, et prenant dans chacune
un angle homologue pour le joindre i tous les autres
angles du corps dont il fait partie, les polyédres proposés
seront partagés en un méme nombre de tétraédres sem-
blablement disposés, et dpnt toutes les bases seront sem-
blables.

Ces tétraédres pourront se diviser en deux classes. Les
uns auront deux faces communes avec les polyeédres , et
comprenant entre elles des angles diédres égaux comme
appartenant aux polyédres : ils scront donc semblables.
Dans cette classe sont les tétraédres GCDE et gede, dont
les faces GDC et GDE, gdc et gde sont semblables comme
triangles homologues des faces semblables DEFG et defg
des polyédres, et.comprenant les angles di¢dres CGDE,
cgde qui appartiennent aux polyédres.

Les tétraédres de la seconde classe sout composés de
faces homologues des tétraédres de la premiére, et com-
prenant des angles formés par la différence d’angles égaux
de ces tétraédres, et d’angles égaux des polyédres. De ce
nombre sont les tétraédres GAEC, gaec. En eflet, la
comparaison des tétra¢dres GCDE et gede, dont la simi-
litude a déja été démontrée, prouve que les triangles GEC
ct gec sont semblables, et que les angles diédres DCGE
et dcge sont égaux; la comparaison des tétraédres GABC

_et gabc, qui ont aussi deux faces communes avec les
‘polyédres, savoir, BCG et ABC pour le premier, bcg

abc pour le second, prouve la similitude des tnangles
ACG et acg, ainsi que I'égalité des angles diédres BCGA
et bcga. Maintenant, si, des angles diédres BCGD et
bcgd, égaux puisqu’ils sont formés par des faces homo-
logues des polyédres, on retranche respectivement les
angles DCGE et dcge, BCGA et bcga, dont on a déja
montré P'égalité, les angles diédres restants, ACGE et
‘acge , seront égaux; par conséquent, les tétraédres GAEC
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et gaec seront semblables. Dc parcilles considérations
rendraient évidente la similitude de tous les tétraédres
qui n’ont pas deux faces communes avec les polyédres.

Il est bon de remarquer la similitude des triangles
ACG ct acg, formés par les diagonales des polyédres,
parce qu’il en résulte que les sommets des angles po-
lyédres, A, G, C, a, g, ¢, homologues dans des faces
semblables, sont semblablement placés, les uns par rap-
port aux autres , dans tous les plans qui les joignent, et
qui sont eux-mémes semblablement placés et également
inclinés par rapport aux faces qu’ils rencontrent. On en
conclut que les sommets de ces angles sont semblable-
ment placés dans les deux corps, ainsi que par rapport
aux faces homologues , et sont, par conséquent, homolo-
gues dans les corps. Cette démonstration est entiérement
analogue i celle du n° 89, relative aux polygones.

THEOREME.

244. Les arétes homologues des polyédres semblables
sont proportionnelles, ainst que les diagonales des
SJaces homologues et les diagonales intérieures aux
polyédres.

Démonstration. — En effet, si 'on compare successi-
vement les faces homologues BCGF et begf, et les tri-

angles AGC et agc, on aira ces deux suites de rapports
égaux :

BC:bc::BF . bf::FG: fg::BG:bg::GC:gc,

g it
GC:gc::AC:ac: . AG:ag,

qui sc lient entre elles par le rapport commun GC : ge,

et que I'on combinerait de méme avec les suites de rap-

ports égaux déduits de la comparaison des autres faces

homologues.

245. Remarque. — Je n’entrerai dans aucun détail
sur la mesure de Paire des surfaces qui terminent les
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polyédres, puisqu'clles se composent de figures planes,
que 'on évaluera par les propositions de la Il¢ section
de la I'* partie. J'observerai seulement que la somme des
aires des parallélogrammes qui enveloppent un prisme,
sans y comprendre les deux bases, est égale au produit
de I'une des arétes AF, BG, CH, ete., de ce prisme
(fig. 128), par le contour de la section LMNOP, faitc
par un plan qui leur est perpendiculaire. En effet, il
suit du n®196, que les cotés LM, MN, NO, etc., de
cette scction, sont les hauteurs des parallélogrammes
ABGF, BCHG, CDIH, ctc., en prenant pour bases les
aréles AT, BG, CH, etc. : on aura donc

ABGF = AF < LM, BCHG =BG X< MN, etc.;

et comme les arétes AF, BG, etc., sont égales entre.
elles, la somme des aires des parallélogrammes qui enve-
loppent le prisme sera égale a I'unc d’elles, multipliée
par LM + MN + . ...

" THEOREME.
246. Les aires des polyédres semblables sont entre
elles comme les carrés des arétes homologues.

Démonstration. — Chacune des faces du premier po-
lyédre est a sa correspondante, dans le second, comme le
carré de I'un de ses cotés est au carré du coté homo-
logue de I'autre (176); mais ces cdtés, étant des arétes
homologues des polyédres, sont, d’un polyédre a I'autre,
dans le méme rapport (244) : leurs carrés formeront
donc une suite de rapports égaux; et ces rapports étant
aussi ceux des faces homologues, il en faut conclure que
ces derniers sout égaux entre eux. Par counséquent, la
somme des faces du premier polyédre est A la somme des
faces du second comme une quelconque des faces de 'un
est A la correspondante de l'autre, ou comme le carré
d’'une aréte du premier polyédre est an carré de I'aréte
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homologue du second. Substituant dans cette proportion,
a la place des sommes des faces, les aires totales des
polyédres qu’elles forment, il en résultera que ces aires
seront entre elles dans le rapport des carrés des arétes
homologues.. ‘

De la mesure des volumes.

247. L’espace renfermé par la surface d'ug polyédre..
ou occupé par ce corps, cst généralement désigné sous le
nom de volume (1). Quand on considére un vase ou un
corps creux, on ddsigne encore le volume par le mot
capacité. Parmi des corps de formes trés-différentes, il
s’en trouve d’équivalents en volume ou en capacité,
comme il y a des figures planes de formes différentes ct
d’aires équivalentes (159).

THFEOREME.
248. Deux parallélépipédes construits sur la méme

base, et terminés supéricurement par le méme plan
paralléle i leur base, sont équivalents en volume.

Démonstration. — 1t y a deux cas a considérer. Dans
F'un, que rcprésentent les deux fig. 131, et dont je m’oc-
cuperai d’abord, les parallélépipédes proposés, AG et
AL, sont renfermés latéralement entre les mémes plans
paralléles AK et DL. Par cet état de choses, il est visible
que les prismes triangulaires AEIDHM et BFKCGL sont

(1) Ce mot, compris par tous ceux qui entendent la langue francaise,
m’a’paru préférable au mot solidité, qui, dans Pusage ordinaire, est em-
ployé dans une autre acception. Ce n'est que lorsque Ta langue n’offre pas
de mots propres & rendre une idée, qu’il peut étre permis d’en créer de
nouveaux, ou de détourner de sa signification quelque mot connu. La mul-
titude des termes techniques étant un des plus grands obstacles qui s’op-
posent & la propagation des sciences, on ne saurait trop en diminuer le
nombre. Puisque tout le monde comprend ce que c’est que le volume d’un
corps, pourquoi lc désigner par le mot solidité, qui rappelle plutét Pidée
de la résistance aux diverses causes de destruction?
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égaux (240); car les triangles WE1 et BFK, qui leur ser-
vent de bases, sont égaux (16), i cause des paralléles AE
et BF, Al et BK, et les parallélogrammes AEHD et
BFGC, AIMD et BKLC sont aussi égaux (238). Si donc
on retranche du polyédre AL, d'une part le prisme
BFKCGL, et de I'autre le prisme AEIDHM, les parallé-
lépipédes restants ABCDEFGH et ABCDIKLM, on AG
ct AL, seront équivalents.

Le second cas sc trouve représenté dans la fig. 132,
ou les deux parallélépipédes ABCDIKLM et ABCDNOPQ
n’ont de commun que leur base inférieure ABCD et le
plan qui contient lcurs bases supérieures IKLM et NOPQ.
On raméne ce cas au précédent en prolongeant les plans
ABIK et DCLM, en méme temps que les plans ADQN et
BCPO, pour formerleparallélépipéde ABCDEFGH (239),
qui se trouve premiérement équivalent au parallélépi-
péde ABCDIKLM, comme étant renfermé latéralement
entre les plans paralléles AK et DL. Le méme parallé-
lépipéde ABCDEFGH, considéré comme compris entre
les plans paralléeles BP et AQ, est aussi équivalent
au parallélépiptde ABCDNOPQ : les parallélépipédes
ABCDIKLM et ABCDNOPQ, ou AL et AP, sont donc

équivalents entre eux.

249. Corollaire. — Par le moyen du théoréme précé-
dent, on prouve que tout parallélépipéde AL dont les
arétes Al, BK, CL, DM sont inclinées sur sa base est
équivalent i un autre, AP, construit sur la méme base,
mais dont les arétes AN, BO, CP, DQ sont perpendicu-
laires sur cette base. :

On peut ensuite transformer ce dernier ( fig. 133) en
un autre, ABRSNOTU ou AT, ayant pour base le rec-
tangle ABRS équivalent au parallélogramme ABCD, et
dont les arétes soient encore perpendiculaires sur sa basc;
car si 'on considére les parallélépipédes AP et AT comme
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ayant pour base commUWe® le parallélogramme ABON, ils
rentreront dans le premier cas du numéro précédent.

11 est évident que toutes les faces du parallélépipede
AT sont des rectangles : on le nomme, a cause de cela,
parallélépipéde rectangle, et I'on conclut, de ce qui
vient d’¢tre dit, qu'un parallélépipéde quelconque peut
étre transformé en un parallélépipéde rectangle, ayant
une base équivalente a celle du premier, et méme hautcur.

La hauteur d’'un prisme ou d'un parallélépipéde est
la perpendiculaire menée cntre les deux bases.

N. B.—1l faut obscrver ci-dessus que les bases ABCD
et ABRS ont nécessairement un coté commun.

THEOREME.

250. 8¢ Pon forme sur la base d’un prisme triangu-
luire un parallélogramme, et que Uon éléve sur-ce
parallélogramme, pris pour base, un parallélépipéde
de méme hauteur que le prisme triangulaire, celui-ci sera
la moitié de lautre.

Démonstration.—Soitleprismetriangulaire ABCEFG,
(fig. 129); si I'on achéve sur sa base le parallélogramme
ABCD, qu’on éléve par le point D la droite DH paral-
léle aux droites AE, BF, CG, et terminée au plan de la

-base supérieure EFG du prisme proposé, les plans AEHD
et DHGC, respectivement paralléles aux plans BFGC
et AEFB (217), compléteront le parallélépipéde, et for-
meront, avec le plan AEGC; un sccond prisme trian-
gulaire ADCEHG, dont les parties constituantes seront
les mémes que celles du prisme ABCEFG. Enu effet, les
bases triangulaires sont les mémes, la face ACGE est
commune, ct les autres faces parallélogrammes sont
égales, comme opposées daus le parallélépipéde..On ne
peut cependant pas conclure du n° 240 I'égalité de ces
prismes, parce que leurs faces ne sont pas semblable-
ment disposées. Il n’y a que les angles triédres tels que H
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et B, diagonalement opposés dans le parallélépipéde, qui
soient entiérement formés d’angles plans égaux. En com-
parant la position de ceux-ci (223), on reconnait que les
angles diedres AEHG et GCBA , DHGE et FBAC, AEGH
ct EACB, sont égaux. On voit par 1a que le prisme tri-
angulaire ADCEHG est construit au-dessous du planEHG,
avec les mémes parties qui constituentle prisme ABCEFD,
au-dessus de ABC, ct que, par conséquent, ces deux
polyédres, compris dans la classe de ceux qui ne peuvent
coincider (225), doivent renfermer le méme espace : le
volume de chacun d’cux sera donc la moitié de cclui du
parallélépipéde qu’ils composent (1).

251. Corollaire. — 11 suit de la que deux prismes
triangulaires de méme basc et de méme hauteur sont équi-
valents comme moitiés de parallélépipedes équivalents.

(1) Si 'on ne regarde pas cette égalité comme évidente, on la prou-
vera ainsi qu'il suit. Par les extrémités A, E d’une aréte du parallélépi-
péde BH ( fig. 134), on ménera des plans perpendiculaires a cette aréte,
el ’on formera ainsi le parallélépipéde NE, dont les arétes sont perpendi-
eulaires sur la base AMNO, et, de plus, équivalent au paralléi¢épipéde BH,
puisqu’ils ont méme hauteur, que leurs bases AOLE et ADHE sont équi-
valentes, et qu’elles ont un c6té commun (249). Mais le plan DBHF par-
tage le parallélépipéde NE en dcux prismes triangulaires droits AOMELI,
MNOIKL ¢videmment égaux; car leurs faces sont égales, semblablement
disposées, et leurs angles diédres correspondants sont égaux; chacun de
ces prismes est donc la moitié du parallélépipéde NE, et, par conséquent,
celle du paraliélépipéde BH. Cela posé, il est facile de voir que les pyra-
mides quadrangulaires AMBDO et EIFHL sont égales comme ayant
chacune a chacune toutes leurs faces égales, semblabiement disposées et
leurs angles diédres correspondants égaux, et que si on les retranche
alternativement du corps AMOEFH, les restes seront les deux prismes
triangulaires AOMELI, ABDEFH. Ces deux prismes sont donc équiva-
lents; or le premier étant la moitié du parallélépipéde BH, il en sera de
méme du second.

Cette démonstration m'a é1é communiquée en 1803 par M. Fournier
jeune; mais M. Ampére, alors professeur 4 PEcole centrale de Lyon, en
avait déjd trouvé, de son cété, le principe.
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THEOREME.

252. Si l'on coupe un tétraédre par des plans paral-
leles & sa base et équidistants, on pourra former &
chaque tranche un prisme extérieur et un prisme inté-
rieur, de maniére que la somme des premiers approche
autant qu’on woudra de celle des seconds, et, par
conséquent , aussi du tétraédre.

Démonstration. — Soient ABC ( fig. 135) la base du
tétraédre proposé, et FGH, LMN, QRT les plans cou-
pants; on ménera par les points AetB, Fet G, LetM,
Q et R, les droites AD et BE, Ia et Kb, Of'et Pg,
Ulet Vi, paralléles a 'aréte CS, et terminées aux plans
coupants supérieurs. A la premiére tranche ABCFGH,
le prisme extérieur sera ABCDEH, et le prisme inté-
rieur abCFGH. Pour abréger, je désignerai I'un par AH
et I'autre par aH. A la seconde tranche FGHLMN, le
prisme extérieur sera FN et Dintérieur fN, et ainsi de
suite jusqu’a la derniére tranche SQRT, qui n’aura point
de prisme intérieur, mais un prisme extérieur QS.

Tous ces prismes ont pour hauteur commune 'épais-
seur des tranches; et le prisme intérieur de chaque -
tranche, étant compris entre les mémes paralléles que le
prisme extérieur de la tranche au-dessus, est égal a ce
dernier (240); en sorte que

aH=FN, fN=LT, IT=QS,
et, par conséquent,
aH + fN + IT=FN + LT + QS,

somme qui comprend tous les prismes extérieurs, excepté
le premier, AH : celui-ci est donc I'excés de la somme
des prismes extérieurs sur celle des prismes intérieurs.

Je n’ai considéré que quatre tranches, mais on en peut
faire autant qu'on voudra; et plus le nombre en sera
grand , plus leur épaisseur ou celle du prisme AH dimi-



DE GEOMETRIE. 173
nuera. 11 pourra, par conséquent, étre rendu moindre
qu’un prisme donné, quelque petit que soit celui-ci : il
en sera donc ainsi de la différence entre la somme des
prismes extérieurs et celle des prismes intérieurs. Mais le
tétraédre SABC étant plus petit que la premiére somme
et plus grand que la seconde, sa différence avec 1'une
quelconque des deux sera encore moindre que leur diffé-
rence propre : on pourra donc faire en sorte que I'une et
I'autre somme approchent autant que 'on voudra du
volume de ce tétraédre.

THEOREME.

283. Deux tétraédres de méme base et de méme hau-
teur sont équivalents.

Démonstration. — Si I'on congoit que sur chaque
tétra¢dre SABC, S’A’B’C/, on ait construit une suite
de prismes extérieurs correspondants, ces prismes, com-
pris entre des plans paralléles, ont nécessairement méme
hauteur; les sections qui leur servent de base, étant
respectivement 3 méme distance du sommet, ainsi que
les triangles égaux ABC, A’B/C’, bases des tétraédres,
sont égales chacune & chacune (236) : les prismes.exté-
rieurs correspondants sont donc équivalents; par consé-
quent, la somme des prismes extérieurs d'un tétraédre
est égale a celle des prismes extérieurs de 1'autre. Si donc
J et f7 désignent ces deux sommes , on aura

f=Jf ou %:l;

mais comme on peut rendre aussi petite qu’on le voudra .
la différence entre chacune de ces sommes et le tétraédre
auquel elle appartient, on parviendrait a prouver que la

différence entre les rapports ji’ et garge ot moindre

qu’aucune grandenr donnée; et, par la, celle du rapport
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SABC
S’A’B’'C

T

invariable etde P'unité I'étant aussi, il en résulte

THEOREME.

254. Un tétraédre est équivalent au tiers du prisme
triangulaire de méme base ct de méme hauteur.

Démonstration. — Si, par les points A et C de la base
ABC du tétraédre EABC (fig. 136), on méne les
droites AD, CF parall¢les a ’aréie BE, et par le point E
un plan paralléle 8 ABC, on formera un prisme triangu-
laire ABCDEF (237). Si maintenant on fait passer par
les sommets A, E, C des angles triédres de ce prisme un
plan, il en séparera d’abord le tétraédre proposé EABC,
dont la hauteur et ]a base seront les mémes que celles du

. prisme; il restera ensuitc une pyramide quadrangu-
laire EACFD, représentée a part en E’A’C'F’D/, dont le
sommet sera en E, et qui aura pour basela face posté-
rieure ACFD du prisme. Si, par les points D, E, C, on
fait passer un nouveau plan, il partagera cette pyramide
en deux tétraédres EACD, ECFD, représentés a part
en E"A"C"D”,E” C"F"”D"; leurs hauteurs seront égales
puisqu’ils ont leur sommet au méme point E et leurs
bases sur un méme plan. Ces bases seront aussi égales

ecomme élant les moitiés du parallélogramme ACFD.
Les tétraédres EACD, ECFD seront donc équivalents
(numéro précédent); mais le sccond pouvant étre consi-
déré comme ayant pour base le triangle DEF, égal au

(1) On démontrerait immédiatement qu’il y aurait absurdité a supposer
un des tétraédres plus grand que Pautre : il suffirait pour cela de consi-
dérer des prismes cxtérieurs tels, que la différence entre ceux qui seraient
formés sur lc tétraédre supposé le plus petit et ce tétraédre fiit moindre
que la différence des deux tétraédres; car il en résulterait que la somme
des prismes extérieurs correspondants, formés sur le tétraédre quon re-
garde comme le plus grand, serait moindre que ce tétraédre.
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triangle ABC, et son sommet au point C, il aura méme
base et méme hauteur que le prisme, et sera en consé-
quence équivalent au premier tétraédre EABC. Donc les
tétra¢dres EABC, EACD, ECFD seront équivalents;
donc chacun sera équivalent au tiers du prisme triangu-
laire qu'ils composent.

THEOREME.

255. Les parallélépipédes rectangles de méme base
sont entre eux comme leurs hauteurs.

Démonstration. — Soient les parallélépipédes rec-
tangles AG et IP ( fig. 137), dont les bases AC et IL sont
des rectangles égaux: 1°. Si les hauteurs AE et IN sont
commensurables, qu'on les divisc en parties Aa et Ii
égales a leur commune mesure, et que, par les points
a et i, on méne des plans parall¢les 3 AC et IL, on for-
mera les parallélépipédes Ac et 17 égaux entre eux (240);
mais le nombre de ces parallélépipédes étant dans AG le
méme que celui des parties égales contenues dans AFE, et
dans IP le méme que celui des parties égales contcnues
dans IN, on aura évidemment

AG :IP :: AE : IN,

conformément a Yénoncé.

2°. Lorsque les hauteurs AE et IN ne sont pas com-
mensurables, le tour de démonstration employé dars
le n° 166 prouve de méme que le rapport du parallé-
lépipede AG au parallélépipéde TP ne peut étre ni plus
grand ni plus petit que celui de AE a IN. En effet, si
’on suppose la proportion

AG:1IP:: AE: IR, et IR>>IN,
on portera sur IN des parties aliquotes de AE plus petites

que NR; et, par le point de division 7, tombant entre
N ¢t R, on ménera un plan paralléle a II. pour former le
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parallélépipéde Ip, & I'égard duquel on aura
AG :1p:: AE ! In.
De cette proportion et de la précédente, on tirera
_ IP:Ip::IR: In,
résultat absurde , puisque IP<Ip et IR >In.
On ne saurait faire non plus
AG:IP :: AE: IR’ et IR ' <In;
car, pour un point de division n’, placé entre R’ et N, on
aurait
AG :1Ip’ it AE: In',
d’oti Fon conclurait
IP:Ip i IR : In';
ce qui est encore absurde , puisque IP > Ip’ et IR’ <In',
THEOREME.
286. Deux parallélépipédes rectangles quelconques,

AG et IP (fig. 138), sont entre eux comme les produits
des arétes qui forment un méme angle triédre.

Démonstration. — Si I'on prend sur I'aréte IN du pa-
rallélépipéde IP une partie II’ = AE, et sur I'aréte BC
du parallélépipéde AG "une partie BC'=1IM; puis
qu'on méne le plan I'L’ paralléle a IL, et le plan C'H’
paralléle 3 AF, on construira les parallélépipédes IL/
et AG’ qui auront pour bases les rectangles IM' et AH’,
formés sur des bases et des hauteurs égales : on aura
donc, par le numéro précédent,

AG' : IL' :: AB:IK;
et en comparant les parallélépipédes AG et AG/, consi-

dérés comme ayant pour base le rectangle AL, il

" viendra .
AG: AG’ :: AD : AD'.
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Multipliant ces proportions par ordre, en omettant le
facteur AG’, commun aux deux termes du premier rap-
port composé, et substituant a AD’ son égale IM, on
conclura )
AG : IL' :: AB < AD : IK X IM.

Enfin, les parallélépipédes IL' et IP, ayant méme base IL,
donneront la proportion

IL :IP :: IT': IN.

.

Multipliant encore cette proportion et la précédente par
ordre, en omettant le facteur IL/, et remplagant I’ par
son égale AE, il viendra

AG : 1P :: AB>AD X AE : IK X< IM X< IN,
ce qui donne I’énoncé du théoréme.

257. Remarque. — Si 'on choisit pour terme de com-
.paraison , de Lous les parallélépipédes rectangles, le paral-
lélépipéde rectangle ag (fig. 139) dont les trois arétes
contigués ab, ad, ae soient égales a la ligne prise pour
unité ou pour mesure commune des droites, leur produit
sera l'unité, et 'on aura

ag i AG :: 1 : AB XX AD X AE;

c’est-a-dire que le parallélépipéde rectangle AG contien-
dra autant de fois le parallélépipéde rectangle ag, que
le produit des lignes AB, AD, AE, rapportées a lu me-
sure commune ab , contient Uunité. Clest la ce qu'’il faut
entendre quand on dit que la mesure du volume d’un
parallélépipéde rectangle est le produit de ses trois arétes
contigués; ct si I'on observe que le produit AB X AD
exprime le nombre des carrés égaux a ac, contenus
dans la base AC (168), ou, cc qui est la méme chose,
donne la mesure de 'aire de cette base, on en conclura
que le volume d’un parallélépipéde rectangle a pour

croMETRIE, 16° édit, 12
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meswre le produt de sa base par sa hauteur, évaluées
l'une ct I'autre numériquement.

Dans le cas ou les arétes AB, AD et AE contiendraicnt
un nombre exact de fois le cdté ab du parallélépipéde o g .
on reconnaitrait, a I'inspection de la figure, que I'on
pourrait placer sur la basec AC autant dc parallélépipédes
égaux a ag, que cette base contient de fois la base ac, et
qu'on formerait ainsi un parallélépipéde de méme basc
que AG , dc méme hauteur que ag, et qui serait contenu
dans AG autant de fois que la hauteur AE contient la
hauteur ae ou le coté ab; d’ou il suit encore que le paral-

-1élépipéde AG contient autant de parallélépipédes égaux
A ag que le produit de la base ABCD par la hauteur AE

contient d’unités.

258. 1°F corollaire. — Si les trois arétes AB, AD, AE
étaient égales entre elles, le volume du parallélépipéde
AG serait mesuré par AB’ > AB="AB’, ou par la troi-
si¢me puissance de AB; mais il est visible que, dans ce
cas, les six faces du parallélépipéde rectangle AG de-
viennent des carrés égaux : on lui donne alors le nom de
cube, et de la vient qu’'on appelle cube la troisiéme puis-
sance d’un nombre.

259. 2° corollaire. — Puisqu’un parallélépipede quel-
conque peut toujours &tre transformé en un parallélépi-
péde rectangle de méme hauteur, et construit sur une
base équivalente (249), il s’ensuit que le volume d’un
parallélépipéde quelconque a pour mesure le produit de
sa base par sa hauteur; et que, par conséquent, deux pa-
rallélépipédes de méme hauteur et de bases seulement
équivalentes comprennent le méme volume.

260. 3° corollaire. — Le volume du prisme triangu-
laire ABCEFG ( fig. 129), étant équivalent a la moitié
de celui du parallélépiptde ABCDEFGH (250), aura

pour mesure, d’aprés ce qui précéde, la moitié du pro-
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duit de la base de ce parallélépipéde par sa hauteur; mais
le triangle ABC, qui forme la base du prisme, n’étant
que la moitié de celle du parallélépipéde, il cst évident
que le volume d'un prisme triangulaire aura pour mesure
le produit de sa base par sa hauteur.

Le volume d'un prisme qui a une base quelconque
ABCDE ( fig. 128) s’exprime de la méme maniére; car
si I'on partage le polygone ABCDE en triangles par des
diagonales AC, AD, et que, par ces diagonales et par les
arétes paralléles qui leur sont contigués, AF et CH, AF
et DI, on méne des plans, on partagera le prisme Al en
trois prismes triangulaires de méme hauteur, et dont les
bases seront ABC, ACD, ADE. En désignant par H la
hauteur commune de ces prismes, ou la distance perpen-
diculaire des plans qui contiennent leurs bases inférieures
ct leurs bases supéricures, les mesures de leurs volumes
respectifs seront

. ABC><H, ACD < H, ADE < H;
leur somme (ABC+ ACD + ADE)H = ABCDE x<H

donnera le volume du prisme total Al

On conclut de la que les volumes de deux prismes
quelconques sont entre eux comme les produits de leur
base par leur hauteur, et que, par conséquent, ils sont
entre eux comme leurs hauteurs lorsqu’ils ont des bases
équivalentes, ou comme leurs bases lorsqu’ils ont méme
hauteur, ou enfin que ces prismes sont équivalents lors-
qu’ils ont i la fois méme hauteur ct des bascs équivalentes,
ct cela, quelles que soient les figures de ces bases.

261. 4° corollaire. —Le volume d’un tétraédre a pour
mesure le tiers du produit de sa base par sa hauteur,
puisque ce volume est le tiers de celui du prisme, qui
est mesuré par le produit de sa base par sa hauteur (254).

262. 5¢ corollaire. — l.es m¢mes mesures convien-
nent aux pyramides guelconques; car si 'on partage en
12,
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triangles la base ABCDE de la pyramide quelconque
SABCDE (fig. 127), et que 'on méne des plans par le
sommet ct par chacune des diagonales AC, AD, cette py-
ramide se trouvera-partagée en trois téiraédres de méme
hauteur, ct dont les bases seront respectivement ABC,
ACD, ADE : le volume de chacun de ces tétracdres étant
mesuré par le tiers du produit de sa base par sa hauteur,
la somme des volumes de tous trois, ou celui de la pyra-
mide proposée sera évidemment égal au tiers du produit
de la somme de leurs bases par la hauteur commune,
c’est-a-dire au tiers du produit de la base de la pyramide
proposée par sa hauteur.

11 résulte de 12 que deux pyramides quelconques sont
entre elles comme les produits de leur base par leur hau-
teur, ct seulement comme leurs bases si les hauleurs
sont les mémes, ou comme leurs hauteurs si les bases
sont équivalentes, ou enfin que ces pyramides sont équi-
valentes lorsqu’elles ont a la fois méme hauteur et des
bases équivalentes , quelles que soient d’ailleurs les figures
de ces bases. .

263. Remarque. — Puisqu’on peut trouver la hauteur
de la pyramide dont un tronc donné a bascs paralléles
fait partie (234), il est évident qu’on aura le volume de
ce tronc en calculant séparément le volume de la pyra-
mide entiére, celui de la pyramide retranchdée, et prenant
la difiérence des deux résultats. .

On voit encore qu'un polyédre quelconque pouvant
toujours étre partagé en pyramides (241), I'évaluation de
son volume s’opérera en calculant séparément, d’aprés
ce qui précéde, celui de chacune des pyramides qu’il
contient, et prenant la somme des résultats : je ne m’ar-
réterai donc pas sur ce sujet.

Cependant , il est une espéce de polyédre 4 laquelle on
peut ramencr toutes les autres, et que, pour cette raison,
il est bon de connaitre : c’est le prisme triangulaire tron-
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qué, qui ne différe du prisme triangulaire ordinaire que
parce que le plan opposé  sa base n’est point paralléle a
cette base, et que, par conséquent, ses faces sontdes trapézes
au lieu d’étre des parallélogrammes. ABCDEF ( fig. 140)

est un prisine triangulaire tronqué.
THEOREME.

264. Un prisme rectangulaire tronqué est toujours
équivalent & trois tétraédres de méme base, et ayant
leurs sommets respectifs placés & chacun des angles du
triangle opposé & cette base.

Démonstration. — En faisant passer un plan par les
trois points A, C, E, on détacherait d’abord du prisme
ABCDEF le téirag¢dre EABC, dont la base est le triangle
ABC, base du prisme, et dont le sommet est placé a
P'angle E du triangle DEF opposé & cette base, Il resterait
ensuite la pyramide quadrangulaire EACFD, qui se divi-
serait en deux tétraédres EACD, ECFD, en menant par
la diagonale DC et par le point E le plan DEC. Ces té-
traédres ne sont pas ceux qui sont désignés dans I’énoncé ;
mais en rétablissant le prisme dans son entier, on prouve
facilement qu'’ils sont équivalents a ces derniers.

En effet, si I'on méne dans la face ABED la diago-
nale BD, et que 'on congoive le plan BDC, on aura le
tétraédre BACD, construit sur la base ACD du tétraédre
EACD, et de mé¢me hauteur, puisque les sommets B et
de I'un et de I'autre sont sur une méme droite BE, paral-
1ele au plan de leur base; mais on peut aussi considérer
le tétraédre BACD comme ayant son sommet au point D,
et pour base le triangle ABC : ainsi, ce téiraédre est tel
que P'exige I’énoncé. ‘

Pour trouver le tétraédre équivalent 8 ECFD), il faut,
dans les faces ACFD et BCFE, tirer les diagonales AF
ot BE'; et concevant alors le plan AFB, on a le tétraédre
BACF, dont la base ACF est équivalente & Ja base CI'D
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du tétracdre ECFD, puisque ces deux triangles ont méme
base CF et sont compris cntre les paralléles AD et CF';
de plus, les tétraédres, ayant leurs sommets sur la méme
droite BE, paralléle au plan de leur base, ont par consé-
quent la méme hauteur : ils sont donc équivalents. Le
tétraédre BACF, considéré comme ayant son sommet
placé en F, et pour base le triangle ABC, sera le troi-
siéme tétraédre désigné dans I'énoneé.

265. Corollaire. — 11 suit du théoréme précédent,
que le volume d’'un prisme triangulaire tronyqué a pour
mesure le produit de sa base par le tiers de la somme des
trois perpendiculaires abaissées sur cette base, de chacun
des angles de la base supérieure, puisque ces perpendi-
culaires sont les hauteurs respectives des tétraédres, 4 la
somme desquels le prisme est équivalent, et qui ont tous
pour base celle du prisme.

THEOREME.

266. Dcur polyeédres semblables sont entre cux
comme les cubes de leurs arétes homologues.

Démonstration. — 1°. Si les polyédres proposés sont
les pyramides S’ABCDE,, S’'FGHIK ( fig. 127), on aura,
par le n° 235,

ABCDE ; FGHIK :: SP’ : §'Q’;
multipliant cette proportion par la proportion évidente
1SP:1S'Q :: SP:SQ,

il viendra
ABCDE x 1SP : FGHIK < $5°Q :: SP° : §Q°.

Les deux premiers termes de cette proportion, qui

expriment les volumes des pyramides proposées, mon-

trent que ces volumes sont entre eux comme les cubes de
leurs hauteurs ; mais la similitude des pyramides donne



DE GEOMETRIE. 183
aussi (233)
SP:S'Q::SA:S'F:: AB : FG;
d’ot 'on tire
SP’:SQ° ::SA’ : S'F' :: AB’ : FG°,
etL, par conséquent,

SABCDE : S'FGHIK :: SA’ : S'F’ :: AB’ : FG';
c'est-a-dire que les pyramides semblables sont cntre
elles comme les cubes de leurs arétes homologues, soit
que ces arétes partent du sommet, soit qu’elles se trou-
vent sur la base (1).

2°. Lorsqu’il s’agit de deux polyédres quelconques,
on peut les concevoir partagés en un méme nombre de
pyramides semblables et semblablement disposées (243).
Chacune des pyramides du premier polyédre sera a celle
qui lui correspond dans le second comme le cube de
P'une de ses arétes est au cube de 1'aréte homologue de
Tautre pyramide; mais ces arétes, qui sont nécessaire-
ment ou les arétes mémes des polyédres proposés, ou les
diagonales de leurs faces, ou enfin les diagonales qui joi-
gnent intérieurement les sommets de leurs angles po-
lyédres, sont, d'un polyédre a Pautre, dans le méme
rapport (244); leurs cubes formeront, par conséquent, une
suite de rapports égaux, et ces rapports-élant aussi égaux
a ceux des pyramides, il en faut conclure que ces derniers
sont ¢gaux entre eux. Par conséquent , la somme des py-
ramides du premier polyédre est a la somme des pyra-
mides du second comme une quelconque des pyramides
de I'un est & la correspondante de 1'autre, ou comme le
cube de 'une quelconque des arétes du premier polyédre

(1) En imitaut la construction ct le raisonnement du n° 177, il serait
tacile de prouver que les volumes de deux tétratdres qui ont un angle diédre
commun sont entre cux comme les produits des arctes qui, dans chacun,
comprennent cet angle.
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est au cube de I'aréte homologue du second. Substituant
dans cette proportion, a la place des sommes des pyra-
mides, les polyédres qu’elles composent, il en résultera
que ces corps sont entre eux dans le rapport des cubes de
leurs arétes homologues.

SECTION IL

DES CORPS RONDs.

267. Les corps ronds sont ceux qu’on produit en fai-
sant tourner une figure plane autour d’une ligne droite.
Je ne m’occuperai spécialement ici que du céne droit, du
cylindre droit et de la sphére.

Le cdne droit s’engendre en faisant tourner un triangle
rectangle SAC ( fig. 141) autour de I'un des cotés SC
de Vangle droit ; hypoténuse SA décrit dans ce mouve-
ment la surface conigue droite qui enveloppe le corps.

Un point quelconque A’ de cette droite décrit unc cir-
conférence de cercle dont le centre est sur la droite SC,
autour de laquelle tourne le triangle SAC, et que, pour
cette raison , on nomme 'axe du céne; car sil’on congoit
la droite A’CY tirée dans le triangle générateur, perpen-
diculairement & cet axe, en tournant avec le triangle,
elle décrira un plan perpendiculaire au cété SC (198), et
sera évidemment le rayon du cercle A'D’B’.

11 suit de la que la surface conique coupée par un plan
perpendiculaire 4 son axc doune une circonférence de
cercle ; et il est visible qu'un plan mené par son sommet
la coupe, en général , suivant deux lignes droites.

Le cercle ADB déerit par le ¢oté AC du triangle géné-
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rateur, et qui ferme le cone, est la dase, tandis que le
point S est le sommet; et cette base est perpendiculaire a
I'axe SC (1).

Les triangles semblables SAC et SA’C’, donnant

AC: A’C’ ;1 SC:SC’ :: SA ; SA/,

font voir que les rayons des cercles ADB et A’D’B’ sont
proportionnels a la distance de leur plan, au sommet
du cone ; mais les circonférences des cercles étant entre
clles comme leurs rayons (154), et leurs aires suivant le
rapport des carrés de ces rayons (188), on aura encore

circ. ADB : circ. A’'D'B’ :: AC: A’C’ .: SC:SC’:: SA :SA’,
aire ADB : aire A’D’B’ 11 AC :AC’"::8C": SC'" 12 SA":SA”,
propriétés qui reviennent a celles qui ont été démontrées

pour les pyramides dans les n° 233 et 235. -

268. Remarque.— Lorsqu’on alesdimensionsd’untronc
de cone & bases paralléles BDAEB'D'A'E’ ( fig. 144), on
calcule, par un procédé analogue a celui du n° 234, la
hauteur du céne entier. En effet, les triangles ASO
et A’S’O/, étant semblables, donnent

AO: A0’ :: SO : SO’;
d’ou l'on tire
AO — A’0’ : SO —SO0’ :: AO: SO,
ce qui revient a
AO—A’0':00':: AO: SO,
proportion dans laquelle les trois premiers termes sont
donnés, et qui fera connaitre la hauteur du cdne entier.

(1) On donne’le nom de c4ne droit & celni que je décris ici, pour le dis-
tinguer du cdne obliguc & basc circulaire, qui s’engendre en faisant tourner
autour d’un point S ( fig. 142) une droite SA, assujettic 3 toucher conti-
nuellement la circonférence d’un cercle ADB, situé dans un plan qui ne
passe pas par le point S. La droite SC, que on nomme encore Vaxe du
céne, west plus perpendiculaire au plan de la base ADB.
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THEOREME.
269. Si Llon construit des polygones réguliers, in-
scrits et circonscrils a la base du céne, et que U'on joigne
les angles de ces polygones avec le sommet ducéne, ces
lignes détermineront des pyramides dites réguliéres ,
parce que toutes leurs faces triangulaires seront égales;
et parmu ces pyramides, on pourra toujours en trouver
deux, Uune inscrite, Uautre circonscrite, telles, que la

(Igﬁ'érence de leurs aires $oit moindre qu'une grandeur
donnée, quelque petite que soit cette grandeur.

Démonstration. — Soit abedef ( fig. 143) le polygone
inscrit dans la base du cdne; en tirant les droites aS, &S,
€S, etc. , et joignant ces droites par des plans, on aura la
pyramide Sabcdef. L'aire de cette pyramide, sans y com-
prendre sa base abcdef , est composée des triangles aSh ,
bSc, cSd, etc. , égaux entre eux, puisqu’ils sont formés
par les cotés du polygone abcdef que I'on suppose régu-
lier, et par les obliques Sa, Sb, Sc, etc., qui s’écartent
également de la perpendiculaire SO. L’aire de I'un de ces
triangles, de aSb par exemple, a pour mesure Lab >< Sg,
Sg étant perpendiculaire sur zb. Leur somme aura pour
mesure N >< ab >< Sg, en désignant par N le nombre des

cotés du polygone abedef; et comme N >< ab est évidem-
ment le contour de ce polygone, on en conclura que Zaire
de la pyramide réguliére, lorsqu’on n’y comprend point
sa base, a pour mesure la moitié du produit du contour
de cette base par la perpendiculaire abaissée du som-
met sur Uun de ces cotés.

" Dans la pyramide circonscrite, dont je n'ai représenté
qupne seule face ASB, pour ne pas trop compliquer la
figure, les faces sont toutes égales entre elles comme dans
la pyramide inscrite, parce que les arétes SA, SB sont tou-
jours des obliques qui s’écartent également de la perpendi-
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culaire SO. Le milieu du cété AB du polygone circonscrit
étant précisément le point de son contact avec la circonfé-
rence du cercle aGbf, la perpendiculaire SG, abaissée
du point S sur AB, se confond avec le c6té du cone. L’aire

du triangle ASB a pour expression -AB ><SG,et, par
censéquent, celle de la pyramide entiére, 4 'exception de
sa base, sera 1N >< AB < SG-

Cela posé, si I'on désigne par p et P les aires de la
pyramide inscrite et de la pyramide circonscrite, et
par p’ et P’ les contours de leurs bases, on aura

P=1+p X<Sg, P=1P'XSG;
d’ott I'on conclura
P—p=1}{P<86— }p <5

Mais il résulte de la nature des polygones réguliers inscrits
et circonscrits au cercle (151), que les contours de ces
polygones approchent sans cesse de I’égalité & mesure que
Pon multiplie leurs cétés; et il est visible que, dans
les mémes circonstances, la différence entre les droites SG
et Sg peut devenir aussi petite qu'on voudra : les pro-
duits L P/ =< SG et P < _SE' approcheront donc aussi
sans cesse de I'égalité, et la différence des aires de la pyra-
mide inscrite et de la pyramide circonscrite pourra, par
conséquent, devenir moindre que telle grandeur donnée
qu’on voudra. 4

270. Corollaire. — 11 est évident que plus on multi-
plie les cdtés des polygones inscrits et circonscrits, plus
les pyramides inscrites et circonscrites approchent de se
confondre avec le céne, et plus en méme temps l'aire de
la pyramide inscrite augmente, tandis que celle de la
pyramide circonscrite diminue. En effet, le contour du
polygone inscrit augmente toujours, ainsi que la droite
Sg, qui, en s'approchant de la surface conique, s’éloigne
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sans cesse de la perpendiculaire SO, tandis que le contour
du polygone circonscrit diminue sans cesse en s’appro-
chant du cercle, et que la droite SG conserve la méme
grandeur. Il suit évidemment de la que, pour I'étendue,
I'aire du céne est toujours comprise entre celles de la
pyramide inscrite et de la pyramide circonscrite; majs
comme, par le théoréme précédent, on peut rendre la
différence de ces derniéres moindre qu'une grandeur don-
née, quelque petite qu’elle soit, on pourra toujours, a
plus forte raison , rendre la différence entre I'aire du coéne
et celle de la pyramide inscrite ou de la pyramide cir-
conscrite, aussi petite qu’on le voudra.

THEOREME.

210. L'aire d'un céne droit a pour mesure la moitié
du produit de la circonférence du cercle qui lui sert de
base par son cété, ou ; CR, en nommant la premiére C
et le second R.

Démonstration. — Si P représente actuellement le pé-
rimétre du polygone circonscrit, I'aire de la pyramide
circonscrite sera exprimée par ; PR (269), puisque R
est la méme chose que SG; ct désignaunt par X la vraic
mesure de I'aire du cdne, les trois quantités ; PR, ; CR
et X seront dans le cas du n° 186, puisque la premiére,
toujours plus grande que les deux autres, en vertu du
n° 270, et & causc que P> C, peut en approcher d’aussi
prés qu’on voudra : on aura donc

X =L CR(1).

(1) Ce théoréme se démontrerait immédiatement par un raisonnement
analogue & celui de 'a note du n® 487, en substituant des pyramides aux
polygones employés dans la note citée. Le lectenr trouvera aisément de
quelle maniére il faudrait modifier,ce raisonnement pour ’appliquer aux
propositions des n°s 275, 280, 283, 297 ot 304, qui complétent la
mesure de l'aire ct du volume des corps ronds. '
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THEOREME.

272. L’aire de la portion qui reste de la surface co-

nique aprés qu'on en a retranché une partie SA'D’'B’
\ 1 i .

par un plan paralléle & la base, ou Uaire du céne

tronqué ADBEA'D'B'E’ (fig. 144) a pour mesure la

moilié du produit de la somme des circonférences de

ses deux bases ADB et A’D'B’ par son coté AA'.

Démonstration. — 8i I'on éléve par le point A, perpén-
diculaircment & SA, la droite AC, égale en longueur a
la circonférence ADBE, et que I'on tire SC, laire du
triangle rectangle SAC ayant pour mesure  AC < SA,
est équivalente a Paire du céne SADBE (numéro pré-
cédent). Tirant ensuite la droite A’C’ paralléle 4 AC, les
triangles SAC et SA’C’, semblables entre eux, donneront

AC: A'C' ::SA:SA;
mais on a aussi (267)
circonf. ADBE : circonf. A’D’'B’E’ ;. SA : SA’;

le rapport SA : SA’, commun entre ces deux propor-
tions, conduit 4 la suivante,

circonf. ADBE : circonf. A’IYB'E’ :: AC : A'C’;

et puisque AC = circonf. ADBE, par construction, il en
résulte
A’C’ = circonf. A’D’'B'E'.

1 suit de la que Paire du triangle SA'C’, égale a
LA'C’ < SA/, sera équivalente a celle du cone retran-
ché SA'IVB'E’ : Paire du trapéze ACC’A’ sera donc
équivalente a celle du tronc de cone ADBEA'D'B'E’;
et comme la droite AA’ est perpendiculaire aux droites
AC et A'C’, la mesure du trapéze ACC’A’ sera (175)

L AA’(AC + A'C)),



16y LLEMENTS

PROBLENE.

976. Trouver le volure den trone de cone drodt a
fuses paralleles.

Solution. — 1) faudra prolonger les cotés AA” et BB’
(fig.1 44, jusju’a ce qu'ils s rencontrent . pour connaitie
Y4 hautenr SO du cone entier (268). au moven de laquelle
on awa pour e volume de ce corps. | SO < ADBE; et
soustravant de SO la hauteur da uooe O0’, le reste SO’
sera la hauteur du cone retranché , dont le volume sera,
par conséquent, exprimé par : SO’ X AD'B'E'. La dif
férence entre ce produit et le précédent sera le volume
du tronc de cone proposé.

277. SiYon concoit que le rectangle ACC'A’ (fig. 145)
tourne autour de I'un de ses cotés CC', il engendrera
le corps appelé cylindre droit ; la ligne AA’ décrira dans
ce mouvement la surface cylindrigue droite.

Un point quelconque A” de cette droite décrira la
circonférence du cercle A”D”B”, égal et paralléle au
cercle ADB engendré par AC, et que I'on nomme la
base du cylindre; car la droite A”C”, perpendiculaire a
CC' et égale a AC, déerira, en tournant autour de CC’,
un plan paralléle au plan ADB et dont l'intersection

avee la surface cylindrique sera A”D”B”. 11 1ésulte de
la que la section de la surface du cylindre droit par
un plan paralléle A sa base est un cercle égal a cette
base. .

Le cylindre est terminé supéricurement par une base
A'D'B’ égale et paralléle a sa basc inférieure ADB. La
droite CC/ autour de laquelle ournc le parallélogramme
ACC'N, et qui contient évidemment les centres des bases
et ccux des sections qui leur sont paralléles, se nomme
Paxe ducylindre, et est perpendiculaire a la base (1).

(1) Lo ey lindre obligue omt celui que renferme la surface décrite par une
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THEOREME.

278. S8ilon inscrit et circonscrit au cercle qui sert de
base a un cylindre des polygones d’'un méme nombre
de cotés, et que, par les sommets des angles de ces
polygones, on méne des droites paralléles & Uaxe OO’
(fig. 147) en joignant leurs extrémités supérieures par
d’autres droites, on formera deux prismes, Uun inscrit,
Uautre circonscrit au cylindre proposé; et Uon pourra
toujours prendre ces prismes tels, que la différence de
leurs aires soit moindre qu'une grandeur donnée, quel-
que pelite que soit cette gl'an.(lelu'.

Démonstration. — Les droites aa’, bb', ctc., élevées
parallélement 4 O0’, et, par conséquent , perpendiculaires
au plan abcdef, seront sur la surface du cylindre, puis-
que les rectangles a00’a’, 500D’ sont égaux an rec-
tangle générateur. 1l est évident d’ailleurs que les rec-
tangles abb’'a’, bec'b’, eic., sont égaux, puisqu'ils ont
visiblement deux angles et trois cétés égaux chacun a
chacun (83). Les arétes aa’, bb’, etc., étant perpendi-
culaires sur ab, bc, etc., les aires des rectangles a?/,
bc', etc., seront exprimées par ab X aa', be < bb', etc.;
réunissant ces produits, en observant qu'’ils ont tous un
facteur commun, puisque aa = bb’' =etc., I'airedu prisme
inscrit, sans y comprendre les bases abedef, a’'b'c'd' e’ f',
sera exprimée par (ab—+bc + cd +de + ef + fa) X aa’,

droite quelconque AA' (fig. 146), assujettic & glisser paralldlement &
elle-méme le long de la circonférence d’un cercle ADB. Si I'on considére
la droite génératrice AA’ parvenue dans une position quelconque DD’;
que, par le centre de In base, on méne CC’ paralldle et égale i A4, qu'on
termine le corps par un plan A’D’B’ parali¢le 2 ADB, en tirant C'D’, on
formera le parallélogramme DCC’D’, et ’on aura C'D’ = CD. Ainsi, la
base supérienre A'D)'C’ du cylindre oblique sera un cercle, aussi bien quo
sa base inférieure et toutes les scctions qui lui sont parali¢les; mais 'axe
(.C’ ne sera point perpendiculaire sur cette base, comme dans le cylindre
droit. .
GFOMETRIR, 16° édit. : 13
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ouparp < H,sip désigne le périmeétre du polygone abedef
et H la hauteur ea’, commune au prisme et au cylindre.

Pour éviter la confusion, je n’ai représenté qu'une
seule face ABB’A’ du prisme circonscrit. Il est visible
que si, dans cette face et par le point GG, od le coté AB
touche le cercle, on tire GG’ parallélement 3 OO0/, cette
droite sera sur la surface cylindrique, puisque le rec-
tangle GOO’G’ cst égal au rectangle générateur. L’aire
du rectangle ABB’A’ étant exprimée par AB>< GG/,
Faire totale du prisme circonscrit, en n’y comprenant
point les bases, sera égale au contour P du polygone
circonscrit , multiplié par la hauteur GG’ ou H commune
a tous les parallélogrammes qui forment ’enveloppe du
prisme circonscrit et celle du prisme inscrit.

Cela posé, la différence entre 1'aire convexe du prisme
inscrit et celle du prisme circonscrit sera

P.XH-—pXHz(P—p)H,
et pourra devenir aussi petite qu'on voudra, en prenant
des polygones inscrits et circonscrits dont les contours

P et p différent 'un de I'autre de moins que telle grandeur
donnée qu’on voudra.

279. Corollaire. — 1 suit évidemment de la proposi-
tion précédente, et par les raisons déja développées dans
le n® 270, que la surface cylindrique est moindre que
celle du prisme circonscrit et plus grande que celle du
prisme inscrit, et que ’on peut , par conséquent, trouver
un prisme , soit inscrit, soit circonscrit,, dont I'aire différe
aussi peu qu'on voudra de I'aire du cylindre droit.

THEOREME.

280. L’aire de la surface convexe du cylindre droit
a pour mesure le produit de la circonférence de sa base
par sa hauteur H, ou le produit CH.

Démonstration. — Si 'on désigne par P le contour du
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polygone qui sert de base au prisme circonscrit au cy-
lindre, et par X la vraie mesure de ce dernier, on aura PH
pour l'aire du prisme circonscrit, et il est visible que les
trois-quantités PH, CH et X seront dans le cas dun® 186 :
on aura donc X = CH.

THEOREME.

281. On peut toujours former deux prismes, lun
inscrit et Vautre circonscrit au cylindre, tels, que leurs
volumes différent aussi peu qu'on voudra.

Démonstration. — Le volume du prisme inscrit
abedef a'b'c'd'e' ' est égal & abedef >< H (260); et dé-
signant I'aire du polygone inscrit par p , celle du polygone
circonscrit par P, le volume du prisme inscrit sera
mesuré par pH, et celui du prisme circonscrit par PH :
leur différence étant (P — p), H pourra devenir aussi
petite qu'on voudra, puisque la différence P— p entre
Paire du polygone inscrit et celle du polygone circonscrit
peut étre rendue moindre qu'une grandeur donnée

quelque petite qu'elle soit (184).

282. Corollaire. — 1l suit de la que 'on peut construire
un prisme inscrit et un prisme circonscrit tels, que leurs
volumes différent aussi peu qu'on voudra de celui du
cyhndre qui sera d’ailleurs toujours plus grand que le
premier et moindre que le second.

- THEOREME.

283. Le volume d’un cylindre droit a pour mesure le
produit de U’aire de sa bast par sa hauteur, ou C'H, C’
étant L aire de cette base.

Démonstration. — 5i I'on désigne par P I'aire du poly-
gone circonscrit, P'H serala mesure du volume du prisme
circonscrit; et si X désigne la vraie mesure du cylindre,

13.
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les trois quantités P'H, C'H et X se trouvant dans le eas
dit n° 286, on aura nécessajrement X = C'H (1).

284. Si le demi-cercle ACB tourne autour de son dia-
métre AB ( fig. 148), il engendrera la sphére, et la demi-
circonférence qui I'enveloppe décrira la surface sphérigue.

Dans ce mouvement, un point quelconque D, de I'arc
ACB, décrira évidemment une circonférence de cercle
ayant pour rayon la perpendiculaire DE, abaissée sur le
diamétre AB que I'on nomme axe. II faut pourtant
excepter de cette remarque les extrémités A et B de I'axe,
qui restent immobile comme tous les points de cet axe,
et que ’on nomme pdles.

La surface sphérique a tous ses points également éloi-
gnés du point O, centre du cercle générateur; car ce point
ayant conservé la méme situation sur le plan du demi-
cercle ACB, dans toutes les positions prises par ce plan,
sa distance & chacun "des points de 'arc ACB, qui ont
passé successivement par tous ceux de\mphére a1’a pas
varié. s

11 suit de la que le rayon du cercle ACB est aussi celui

de la spheére. _
THEOREME.

285. La section de la sphére par un plan quelconque

est toujours un cercle.

Démonstration. — La proposition est évidente par elle-
méme, d’'aprés ce qui précéde, lorsque le plan coupant
passe par le centre de la sphére; et alors la circonférence
de cette section a pour rayon celui de la sphére.

Mais si DGFH désigne un plan quelconque, et que
du centre O on abaisse sur ce plan la perpendiculaire

(1) Le théoréme ci-dessus a également lieu & I'égard du cylindre oblique;
car il est facile de voir que le théoréme et le corollaire précédents ne
supposent pas que 'axe du cylindre et les arétes des prismes soient per-
pendiculaires au plan de la basc.
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OE, le pied E de cette perpendiculaire sera a égale distance
de tous les points de la section DGFH; car toutes les
obliques OD, OG, OF, OH, étant égales comme rayons
de la sphére, s’écarteront également de OE (200) : la
courbe DGFH sera donc un cercle ayant son centre en E,
et DE pour rayon.

286. Remarque. — La droite DE étant nécessairement
moindre que le rayon OD), le cercle DGFH sera moindre
que celui qui résulterait d'une section faite par le centre
de la sphére: ce dernier serait un grand cercle, tandis
que l'autre n’est qu’un petit cercle.

Tous les grands cercles, ayant méme rayon, sont égaux
entre eux.

287. Corollaire.—Deux grands cercles, ACBF, AIBH,
se coupent toujours en deux gartics égales, car il est évident
qu’ils ne peuvent se rencontrer que dans la droite AB,
_ commune section de leurs plans, qui, passant par leur

centre commun, est en méme temps le diamétre de 'un
et de T'autre, et les partage, par conséquent, en deux
parties égales.

288. Trois cercles qui se coupent deux a deux sur la
surface de la sphére forment un triangle sphérique ; mais
on ne considére ordinairement que celui qui, comme
ICM, est formé par trois arcs de grand cercle plus
petits que la demi-circonférence.

Si du centre de la sphére on méne des rayons aux
points C, I et M, il est visible que ces rayons détermine-
ront un angle tri¢dre OCIM, dont les angles plans 10C,
IOM, MOC seront mesurés par les arcs CI, IM et CM.

THEOREME.

289. La somme de deux cétés d’un triangle sphérique
est toujours plus grande que le troisieme.
Démonstration. — Puisqu’en vertu du n° 222, la
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somme de deux quelconques des trois angles plans I0C,
IOM, MOC, qui forment I’angle tri¢dre OCIM, surpasse
le troisi¢tme, et que les arcs CI, IM et CM, qui mesu-
rent ces angles, sont du méme rayon, il en résulte néces-
sairement que la somme de deux quelconques de ces arcs,
qui serait la mesure de la somme des angles auxquels ils
correspondent (110), doit surpasser le troisiéme.

290. 1°** corollaire. — 1l suit de la que le plus court
chemin pour aller d’'un point 2 un autre sur la surface
sphérique, est 'arc du grand cercle déterminé par le plan
qui passe par ces deux points et par le centre de la
sphére; car si I'on assignait pour plus court chemin,
entre les points A et B (fig. 149), une ligne AMNB, dif-
férente du grand cercle AB qui passe par ces points, que
Pon prit un point M sur cette ligne, et que I'on tirat les
arcs de grand cercle AM et MB, on aurait (numéro pré-
cédent)

AM + MB > AB.

Prenant entre M et B le point N, et menant les arcs de
grand cercle MN et NB, on aurait encore

MN + NB>>MB,
et, par conséquent,
AM + MN + NB > AM + MB.

En continuant ainsi, on voit que plus on s’approche de la
ligne AMNB, plus le chemin & parcourir pour aller de A
en B augmente, d'ou il est évident que AB est le plus
court. Et I'on n’en saurait trouver d’autre; car le grand
cercle que I’on ménerait par deux points quelconques de
I'arc AB se confondrait avec cet arc, puisque tous ses
points et le centre de la sphére sont compris dans un seul
plan.

J’ai supposé la ligne AMNB extérieure a tous les grands
cercles menés par deux quelconques de ses points; mais
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si le contraire avait lieu, ainsi qu’on le voit dans la partie

ponctuée MN'A , on tirerait les arcs de grand cercle MN’
et AN’; et comme on aurait

AN 4+ MN’ > AM,
il en résulterait encore
AN’ + MN’ 4+ MN + NB > AM + MB > AB.

291. 2° corollaire. — 1l suit cncore du méme théo-
réme que la somme des cotés d'un triangle sphérique est
moindre que la circonférence d’un grand cercle; carsi 'on
prolonge les cotés Al et AM du triangle MAI ( fig. 148)
jusqu’a ce qu'ils s¢ rencontrent en B, on aura (289)

IM < BM + BI;
ajoutant de part et d’autre AM +- Al il viendra
AM + Al 4 IM <BM +- BI + AM - Al

Or les arcs AM et BM forment la demi-circonférence
ACB, les arcs Al et BI la demi-circonférence AIB, égale
a la premiére (286) : les quatre arcs réunis composent
donc une circonférence de grand cercle, laquelle surpasse,
par conséquent, la somme des cotés du triangle MAI.

11 est facile de voir que cette proposition résulte aussi

des n% 226 et 288. o
THEOREME.

292. 8i, par le centre d'un cercle quelconque DGFH,
tracé sur la sphére, on éléve une perpendiculaire AE,
clle passera par le centre de la sphére, et la coupera
en deux points A et B, dont chacun sera également
éloigné de tous ceux de la circonférence DGFH.

Démonstration. — En eflet, il est évident, par le
n°® 200, que la perpendiculaire AF. doit passer par une
suite de points tels, que chacun soit A égale distance des
points de la circonférence DGFH, décrite du pied E de
cette perpendiculaire comme centre. Or le point O,
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centre de la sphére, ayant la méme propriété, doit, par
conséquent, se trouver sur AE, et les points A et B, on
AE rencontre la sphére , doivent étre chacun a égale dis-
tance des points de la circonférence DGFH : bien entendu
que la distance de ces derniers au point A n'est égale a
leur distance au point B que quand le point E tombe
en O, ou qu'il s’agit d'un grand cercle CILK.

11 est visible que les ares AD, AG, AF, AH ayant
pour cordes les distances du point A a chacun des points
de la circonférence DGIFH, et étant pris sur des grands
cercles qui ont tous méme rayon, sont égaux.

293. €orollaire. — 11 suit de ce qui précéde que les
points A et B peuvent servir & déerire le cercle DGFH,
sans qu'il soit besoin de connaitre son centre, placé dans
I'intérieur de la sphére, puisqu’il suffit de marquer tous
les points dont les distances au point A ou au point B,
mesurées sur la surface sphérique par les arcs de grand
cercle AD et AG ou BD et BG, sont égales a celle que
Pon a choisie pour décrire le cercle proposé.

Les points A et B se nomment, en conséquence, les
péles du cercle DGFH, et la droite AE en est I'axe.

THEOREME.

294. Le plan mené par un point de la surface de la
spheére, perpendiculairement au rayon qui passe par cc
point, est tangent a la sphére; et véciproquement, le
plan tangent & un point quelconque de la surface sphé-.
rique est perpendiculaire & Uextrémité du rayon.

Démeonstration. — Le plan AB ( fig. 150), étant per-
pendiculaire sur le rayon OC, au point C, a tous ses
autres points plus éloignés du centre O de la sphére que
ne I'est le point C, puisque les obliques quelconques OD,
OE, etc., sont plus longues que la perpendiculaire
OC (200) : dong les points D, E, ctc., sont hors de la
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sphére, ct le plan AB, n’ayant qu'un scul point C de
commun avec la surface de cette sphére, lui est tangent.
. Réciproquement, le plan tangent a la sphére en C ne
peut étre que le plan AB, perpendiculaire sur le
rayon OC; car ce plan n’ayant de commun avec la spheérc
que le point de contact C, et tous ses autres points étant
plus éloignés du centre que celui-ci, il s’ensuit que le
rayon OC est la plus courte ligne qu'on puisse mener du
centre au plan tangent, et que, par conséquent, il est
perpendiculaire 4 ce plan.

THEOREME.

295. Silon inscrit et si I'on circonscrit @ un arc quel-
conque d’un demi-cercle deux portions de polygones
réguliers du méme nombre de cotés, et qu'on fasse
tourner le demi-cercle autour de son diamétre, avec les
portions de polygones, il sera toujours possible de
rendre la différence entre Uaire du corps décrit parla
portion inscrite, et U'aire du corps décrit par la portion
circonscrite , aussi petite qu’on voudra.

Démonstration. — L’aire du corps décrit par la por-
tion de polygone abed ( fig. 151), quand elle tourne avec
Iarc ad autour du diamétre ap, se compose des aires
que décrit en particulier chacun de ses cotés. Le pre-
mier ab décrit un cone entier, et les autres des troncs de
cone ayant pour bases les cercles engendrés par les per-
pendiculaives be, c¢f, dg, abaissées des points b, ¢, d sur
Paxe a0 (267). L’aire de I'un de ces corps, de celui que
décrit cd par exemple, s’obtient en abaissant du milien
de ce coté, sur a0, la perpendiculaire /g, et est égale
a cd><circ.lg (272); mais cctte expression peut étre
transformée en une autre ne .contenant plus le facteur
circ. lg, qui change a chaque cone. Pour cela, on
abaisse ¢r perpendiculaire sur dg, on tire [0 et les

o
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triangles der et qlO, semblables comme ayant les corés
perpendiculaires chacun a chacun (63), donnent

cdicr..l0:1lq. ° .

Mais cr est égal a fg, et les circonférences des cercles
étant entre elles comme leurs rayons, on peut substituer
au rapport de /O a /g celui des circonférences de cercle
dont ces lignes seraicnt les rayons, et 'on aura

od : fg i cire. 1O : cire. Uy,
d’ot I'on conclura
ed X circ. lg = fg X circ. 10;

donc I'aire du cone décrit par cd aura aussi pour expres-
sion fg < circ. 10, c’est-a-dire le produit de sa hau-
teur par la circonférence du cercle inscrit au polygone
dont son cété fait partic. 1l en est de méme des aires des
cones décrits par les autres cdtés et dont les hauteurs
sont ef et ae. La circonférence du cercle inscrit étant un
facteur commun a toutes ces aires, leur somme, ou I’aire
du corps décrit par la portion abed du polygone inscrit,
sera donc égale & la somme des lignes fg, ¢f, ac, c’est-
a-dire a la partie ag de I'axe comprise entre 'extré-
mité @ du premier coté et la perpendiculaire abaissée sur
cet axe par I'extrémité du dernier coté, multipliée par la
- circonférence du cercle inscrit, ou & ag >< circ. 0.
Par la méme raison, I'aire du corps décrit par la por-
tion ABCD du polygone circonscrit aura pour expres-
sion AG >< circ. LO. Cette derniére quantité surpassera
toujours la premiére, d’abord parce que circ. LO sera

toujours plus grande que circ. /O, ensuite parce que AG
surpasse ag. En eflet, on a

AG =aG + Aa et ag=aG + Gg,
don il résulie

AG —ag = Ae — Gg =Dd — Gg,
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puisque Aa = Dd; mais il est visible que Gg << Dd, et
qu’on peut rendre Az ou Dd aussi petit qu’on voudra, en
multipliant suffisamment le nombre des cétés des poly-
gones : il en sera donc de méme de la différence des li-
gnes Dd et Gg, nécessairement moindre que la plus
grande de ces lignes. Par conséquent, AG surpassera tou-
jours ag, et pourra cn approcher d’aussi prés qu’on vou-
dra (1). Dans cette circonstance, LO et /O s’approchant
également de plus en plus, circ. LO différe de moins en
moins de circ. /O : on pourra donc rendre la différence
AG < circ. LO — ag >< circ. /0O moindre qu’une gran-
deur donnée, quelque petite qu’elle soit, en considérant
cette différence comme celle de deux rectangles dont les

bases et les hauteurs peuvent étre aussi prés que I'on
voudra de I’égalité.

206. Corollaire. — L’expression AG —ag=Dd—Gg
montre aussi que AG diminue en méme temps que Dd,
car la hauteur ag est commune i tous les polygones
inscrits a I'arc ad; et LO demeurant aussi le méme, il
en résulte que I'aire du corps décrit par la portion ABCD
diminue en se rapprochant de la sphére. L’augmentation
de 10 dans la méme circonstance prouve que l'aire du
corps décrit par abed croit alors, et que, par conséquent,
Paire de la portion de sphére décrite par aL.d est moindre-
que celle du premier de ces corps, et plus grande que
celle du second. 1l suit de 1a qu'on peut assigner deux
corps de ce genre, dont l'aire différe aussi peu que

(1) Le triangle DOG donne (89)

d0:g0 :: Dd:Gg, d'ou Gg=Dd><§TC;;
ce qui prouve encore que Gg < Dd, puisque gO n’est que I'un des coiés
du triangle rectangle dont dO est I'hypoténuse. De plus, le point g étant
Pextrémité commune de toutes les portions de polygones iuscrits a I'are
ad, les lignes g0 et dO ne changent point, non plus que leur rapport:
Gg diminud donc en méme temps que Dd.
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P'on voudra de celle de la portion de la sphére décrite pa
I'arc.

THEOREME.

297. L’aire de la portion de sphére, ou calotte sphé-
rique, décrite par un arc qui ne surpasse pas le quart de
_la circonférence du cercle générateur, est égale au pro-
duit de cette circonférence par la partie du diamétre qu
mesure la hauteur de la calotte.

Démonstration. — Soit X la vraie mesure de 1'aire
décrite par 'arc ad; cn la comparant a celle du corps
décrit par la portion de polygone circonserit ABCD, on
aura les trois quantités

AG X circ. LO, ag X< circ. LO, et X;

la premiére étant toujours plus grande que les deux
autres, dont elle peut approcher d'aussi prés que Yon
voudra, on en conclura, par le n” 186,

X = ag X circ. LO.

298. 1°* corollaire. — 1l suit de 1a que laire de la
sphére entiére a pour mesure le produit de son diamétre
par la circonférence d’un grand cercle, c’est-a-dire
ap >< circ. LO. En effet, le théoréme précédent s’applique
au quart de cercle aLm, et donne aO X< circ. LO pour
'aire de la demi-sphére qu’il cngendre en tournant au-
tour de I'axe @O ; pour le second quart de cercle pnm,
on a de méme pO >< circ. LO : la somme de cette quan-
tité et de la précédente est

(@0 + pO) circ. LO = ap X circ. LO.

En général, l'aire d’une portion quelconque de la sur-
face sphérique comprise entre deux plans paralléles, ou
d’une zone, est égale a la hauteur de cette zone, ou a Ia
distance perpendiculaire des plans qui la terminent,, mul-
tipliée par la circonfércnce d’un grand cercle; car si de
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la calotte décrite par I'arc aLim , et dont I'afre est mesurée
par a0 ><circ. LO, on retranche la calotte décrite par
Parc ald, et dont I'aire est mesurée par ag >< circ. LO,
on aura

(a0 — ag) circ. LO = Og < circ. LO,

pour l'aire de la zone décrite par I'arc dm.

On trouverait d’une maniére analogue que la zone
décritepar I'arc mn doit étre exprimée par Oo X< circ. LO;
et en ajoutant ce produit 3 Og >< circ. LO, on aurait,
dans le résultat (Oo + Og) circ. LO = og >< circ. LO,
Pexpression de l'aire de la zone décrite par Parc dmn,
laquelle comprend le centre de la sphére.

299. 2° corollaire. — 1l suit encore de ce qui précéde,
que Paire de la surface sphérique est quadruple de celle
de son grand cercle; car I'aire de ce dernier est exprimée
par ;CR, si I'on désigne sa circonférence par C et son
rayon par R (187). Mais nommant D le diamétre, on
aura R =D, et, ‘par conséquent, ;R = {D; d’oi I'on
_ tirera ; CD pour I'aire du grand cercle, résultat qui n’est
en effet quele quart du produit CD, par lequel se mesure
Paire de la sphére (numéro précédent).

THEOREME.

300. L'aire de la portion ACBIA (fig. 148) comprise
entre deux grands cercles qui se coupent, et que lon
nomme fuseau sphérique , est & la surface de la sphére
comme Uarc Cl du cercle CILK, perpendiculaire & Uin-
tersection commune des plans BCA et BIA, est & sa cir-
" conférence, ou comme langle plan qui mesure leur
angle diédre CABI est a quatre droits.

Démonstration. — La proposition est évidente lorsque
I’arc CI est partie aliquote de la circonférence CILK; car
si Pon congoit cette circonférence divisée en effet dans ses
parties aliquotes, et que, par les points A, B et par les
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points de division on méne des grands cercles, la surface
sphérique sera partagée en autant de fuseaux égaux i
ACBIA que le cercle CILK contient de parties ; puisqu'il
est visible que deux fuseaux de la méme sphére sont
égaux lorsque les plans des cercles qui les déterminent
font le méme angle diédre.

Quand P'arc CI n’cst pas aliquote de la circonférence,
on prouve, par un raisonnement analogue a celui du
n° 109, que le rapport du fusecau ACBIA i la surface en-
tiére de la sphére ne peut étre ni moindre ni plus grand
que celui de I'arc CI 4 la circonférence CILK.

Le plan CILK étant perpendiculaire a la droite AB,
I’angle plan COI mesure évidemment I’angle diédre CABI;
et puisque le rapport de cet angle a quatre droits est le
méme que celui de I'arc CI qui le mesure avec la cir-
conférence CILK (110), il s’ensuit nécessairement que *
I'angle COI est a quatre droits comme l'aire du fuseau

ACBIA est a celle de la sphére.

THEOREME.

304. L’aire d'un triangle sphérique est & celle de la
sphére entiére comme la différence entre la somme des
trois angles diédres formés par les cercles qui composent
ce triangle et deux angles droits est a huit angles
droits.

Démonstration. — Les trois cercles ACBL, CILK et
MIFK , qui forment le triangle sphérique CIM , partagent
la surface sphérique en huit triangles, parmi lesquels CKM
et FIL sont égaux , ainsi que I'on peut s’en convaincre en
remarquant que les angles triédres OCKM et OFIL aux-
quels ils correspondent (288) ont toutes leurs parties
égales (1). Cela posé, en désignant la surface de la sphére

(1) Légalité des parties de ces angles triddres prouve bien celle des
parties des triangles sphériques ; mais il est facile de voir que les coiés de
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par S, et I'angle droit par D, laire du fuseau ICKMI
aura pour expression (nuniéro précédent)
S < angl CIKM
4D K
et comme ce fuseau est composé des triangles CIM, CKM,,
on aura
CIM + CKM = W_i‘z‘iéﬁlﬁ"_’;

I’aire du fuscau MIFAM étant

S > angl IMFA
4D ’

on trouvera

CIM + CIF = > X"‘Z’:)IMFA

enﬁn, le fuseau CILBC, dont l'aire est exprimée par

S < angl ICLB
4D

ces triangles ne sont pas assemblés de la méme maniére, et qu’on ne peut,
par conséquent, les appliquer I'un sur 1'autre (228).

Cavalleri, & qui on doit la proposition ci-dessus (Directorium generale
uranometricum; Bounoniz, 1633, page 316), et les auteurs qui ’ont suivi
ont regardé D’égalité des trumgles sphériques dont les cotés sont égaux

4 chacun comme analogue & celle des triangles rectilignes, sans
faire attention qu’on ne pouvait pas retourner la surgace sphérique comme
le plan; mais au fond cette difficulté est plus apparente que réelle, et il
y a plusiours maniéres de se convaincre de I’égalité des aires des triangles
dont il s’agit En voici d’ailleurs une démonstration.

Si par Jes sommets des angles de chacun des triangles proponéo on fait
passer un cercle, et que par son pdle on méne des arcs de grand- ‘cercle
aux angles des triangles proposés, ces arcs seront égaux (293 ); on for-
mera par ce moyen sur chaque coté des triangles proposés un triangle
sphérique isocéle. Les triangles rectilignes formés par les cordes des cotés
des triangles sphériques proposés étant égaux (99), les cevcles doirt on
vient de parler seront aussi égaux (149), et auront leurs poles placés aux
mémes distances de leur circonférence ; par conséquent, les trois triangles
sphériques isocéles du premier des triangles proposés seront évidemment
égaux aux droits du second, chacun a chacun, et les aires des triangles
‘proposés seront formées de la mdme mianiére avee celles des nouveaux
triangles.
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donnera

S X angl ICLB.

o

Si I'on met a la place du triangle CKM son égal FIL,
et qu'on ajoute ces expressions, en observant que
CIM + CIF + FIL + MIL. composent la moitié de la
surface sphérique située en avant du plan ACBI., ou

I'hémisphére 1ACBL, il viendra

CIM 4 MIL =

2CIM 4+ {S = 4% (angl CIKM +-angl IMFA + angl ICLB).

Les trois angles diédres CIKM, IMFA, ICLB somt ,
évidemment ceux que forment entre eux les plans des
c6tés du triangle sphérique CIM; et, pour abréger, je
les désignerai par une seule lem‘e de leur aréte, savoir,
celle qui se trouve a I'intersection des deux cdtés du
triangle : de cctte maniére les angles CIKM, IMFA,
ICLB seront respectivement les angles I, M, C, et, par
conséquent,

2CIM + +S = 4—51—_)
Retranchant de part et d’autre ; S, on obtiendra

I4+M
2cm = 3 "'4—1)1—0—) —1i8;
réduisant ensuite au méme dénominateur tous les termes
de cette expression de 2CIM, et prenant la moitié du

résultat, il viendra

[+ M +C).

SOI+M+C— 2D)
CIM = =T = ,

ce qui donnera
CIM:S::I+M+C—2D:8D(1)

(1) Les angles 1, M et C sont les angles mémes du (riangle sphérique.
(Voyes le Traité élémentaire de Trigonométrie et d’application de PAlgéhye
& la Géométrie, chap. 11.)
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THEOREME.

302. 8, par les extrémités des portions correspon-
dantes de polygones réguliers, inscrites et circonscrites
au méme arc, on tire deux rayons, on formera deux
secteurs polygonaux qui, en tournant autour de Uun de
ces rayons, engendreront des volumes dont la différence
peut devenir ausst petite qu’on voudra, lorsqu’on multi-
pliera suffisamment le nombre des cétés des polygones.

Démonstration. —Entirantles rayonsBO, CO(fig.151),
on voit que le corps engendré par la figure «bcdO, en tour-
nant autour de I'axe @0, se compose de ceux qu’engen-
drent les triangles abO, 6c0, cdO, et qu’il faut évaluer
séparément. Cela posé, si I'on abaisse sur aO la perpen-
diculaire be, on reconnaitra que la cordeab et le rayon 05,
en tournant autour de 20, engendrent deux cdnes ayant
P'un et I'autre pour basc le cercle décrit par la perpendi-
culaire be : la somme de lenrs volumes, ou le volume du
corps engendré par le triangle abO, sera donc exprimée
par +a0 >< cerc. be (275). Cette expression se transforme
en une autre ou ne se trouve plus le cercle be. On observe
d’abord que l'aire du céne engendré par la corde ab »
pour expression ; ab >< circ. be (271); on a aussi (187)

cerc. be = % be X< cire. be,
et il résulte de la
aire du cdne ab : cerc. be :: ;ab X circ. be ¢ + be X cire. be,

ou ‘
itab;be, -

en divisantles deux termes du second rapport par ; circ. be.
Si maintenant on abaisse O/, perpendiculaire sur ab, et
que P'on compare entre eux les triangles abe et @20 sem-
blables , puisqu’ils sont rectangles I'un et I'autre, et qu'ils
ont de plus un angle commun cn a, on obticndra la pro-
CEOMETRIE, 16° édit, 14
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portion
ab : be 2o a2 Oh,
ou se trouve encore le rapport «b @ aej ainsi
aire du cone ab : cerc. be 12 aO : Oh,

ct, par conséquent,

oh . .
cerc. be = — >< aire du cone ab.
a0
Par le moyen de cette expression, le volume du corps
engendré par le triangle b0, et égal 4 ;a0 < cerc. e,
deviendra :
L0h X aire du cone ab;

d’ou il résulte que le volume d’un corps décrit par un
triangle qui tourne autour de U'un de sos cités, a pour
mesure le tiers de Uaire du cone engendré par Uun de
ses deux autres cotés, multiplié par la perpendiculaire
abaissée sur ce coté, de Uangle opposé.

A T'égard du second triangle 5c0, il faut prolonger b¢
jusqu’a la rencontre de tO; et, d’aprés ce qui préceéde,
le volume du corps engendré par le triangle czO étant
1 0¢ >< aire du cone ct, tandis que celui du corps engendré
par le triangle 510 est O/ >< aire du céne bt, la diffé-
rence de ces expressions ou la mesure du corps engendré
par le triangle 5¢O sera visiblement égale a O >< la dif-
férence entre 'aire du cone ct et celle du cone be, diffé-
rence qui est précisément I'airc du céne tronqué décrit
par le coté be. Les mémes raisonnements prouveraient
aussi que le volume du corps engendré par le triangle cZO
est mesuré par Ol >< aire du cdne tronqué décrit par cd.
En continuant ainsi de proche en proche et en observant
que les perpendiculaires Ok, Oi, OZ, etc., sont toutes
égales, on voit que, quel que soit le nombre des cotés
ab, be, cd, ete., le volume du corps engendré par le sec-
teur polygonal abcdO aura pour mesure 3 O/ >< la somme
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des aires décrites par les cdiés ab, be, cd, cic., somme
qui n’est autre chose que I'aire décrite par la portion de
polygone abcd.

En appliquant ce résultat au secteur polygonal cir-
conscrit ABCDO, on trouvera que le volume du corps
qu’il engendre est égal & L OL >< aire décrite par la por-
tion de polygone ABCD; et comme il a été prouvé (295)
que les aires décrites par les portions correspondantes de
polygones réguliers, inscrits et circonscrits , peuvent s’ap-
procher d’aussi prés qu’on le voudra, tandis que la diffé-
rence des apothémes OL ct O/ diminue sans cesse, il ¢n
résulte évidemment que les volumes engendrés par le scc-
teur polygonal inscrit et par le secteur polygonal cir-
conscrit, correspondants, tendent aussi sans cesse vers
I’égalité, et peuvent en approcher aussi prés qu’on voudra.

303. Corollaire. — 1l est visible que le corps décrit par
le secteur circulaire al.dO, et qu’on nomme secteur sphé-
rigue, est moindre que le corps décrit par le secteur poly-
gonal circonscrit, <t plus grand que celui que déerit le
secteur polygonal inscrit. Il suit donc.du théoréme précé-
dent, que la différence entre le volume du premier corps
et celui de I'un quelconque des deux autres peut étre
rendue aussi petite que I'on voudra, en multipliant suffi-
samment les cotés des polygones.

THEOREME.

304. Le wolume d’un secteur sp/wrlque est égal &
lUaire de la calotte sur la(]uelle il sappuie, multiplice
par le tiers du rayon ou & SR, S désignant cette aire
et R le rayon.

Démonstration. — Si P représente aive décrite par la
portion de polygone circonscrit ABCD, l¢ volume du corps
engendré par le secteur polygonal ABCDO sera (302)

P < tO0lg ou LiPR;
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nommant & I'ordinaire X la vraie mesure du volume du
secteur sphérique, on aura les trois quantités ; PR, +SR
et X placées dans les circonstances du n° 186, et I'on en
conclura nécessairement X = {SR.

11 est évident que ’'on connait par ce résultat le volume
du secteur sphérique, puisque son aire S est celle de la
calotte décrite par 'arc ad.

305. 1° corollaire. — 1l suit de 13 que le volume de la
sphére est égal a son aire multipliée par le tiers du rayon,
puisque si l'on prend, au lieu de I'arc ad, le quart de la

. circonférence ou am, le secteur sphérique deviendra égal
i la demi-sphére, parce que le rayon mO, perpendicu-
laire sur @O, décrira un plan qui partagera la sphére en
deux également, et 'on aura pour la moitié ou I'hémi-
sphére supérieur 4 S >< +mO, en prenant S pour I'aire de
la sphére entiére : réunissant les deux moitiés, le total
§ >< + mO sera le volume de la sphére.

L’aire de la sphére étant égale A quatre fois celle d’un
de ses grands cercles, ou a quatre cercles, son volume
deviendra { R X< cercle, ou } D X< cercle, c’est-a-dire que
le volume de la sphére est égal & laire de son grand
cercle, multipliée par les deux tiers du diamétre.

306. 2° corollaire. — Si I’on voulait obtenir le volume
cngendré par un secteur «On, plus grand que le quart
de cercle, on retrancherait de la sphére entiére le sec-
teur engendré par nOp, et égal a ; mO >< aire de la ca-
lotte décrite par I'arc np; la différence serait mO mul-
tiplié par la différence entre I'aire entié¢re de la sphére et
celle de la calotte décrite par np , différence qui est I'aire
décrite par I'arc amn, ou celle de la calotte qui sert de
base au secteur proposé.

307. 3¢ corollaire. — Le volumede la portion de sphére
engendrée par le demi-segment circulaire al.dg, et que
Pon nomme segment sphérigme, s'obuendra en retran-
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chant du volume du sccteur sphérique décrit par le
secteur circulaire aLdO, celui du coéne décrit par le
triangle dgO.

Quant au volume renfermé entre la zone engendrée
par l'arc dLc et les plans que décrivent les perpendi-
culaires dg, cf, on I'obtiendra en retranchant le segment

sphérique décrit par le demi-segment circulaire acf, de
celui que décrit adg.

De Ia comparaison des corps ronds.

308. Les corps ronds semblables sont ceux qui sont
engendrés par des figures semblables : tels sont les cones
SADB et SA'D'B’ ( fig. 141), engendrés par les triangles
semblables ACS, A'C'’S.

Il suit du n°® 267, que les cotés, les hauteurs et les
circonférences des bases des cones semblables sont pro-
portionnels, et que les aires de leurs bases sont comme .
les carrés de leurs lignes homologues.

Les cylindres ADBA’D'B' et adba’d’b’ ( fig. 145), en-
gendrés par les rectangles semblables ACC'A’, acc’d,
sont aussi semblables ; et la similitude de ces figures don-
nera encore les rapports égaux

L ]
AA’ aa’ . AC : ac :: circ. AC : circ. ac.
rervil -2 -2 -1
AA":aa’" :: AC’: ac” :: cerc. AC : cerc. ac.

Enfin, les cercles étant des figures semblables, les
sphéres sont aussi des corps semblables.

THEOREME.

309. Les aires des cones semblables sont comme les
carrés des cotés de ces cones, et leurs volumes comme
les cubes de ces mémes cotés.

Démonstration. — 1°. Si I'on multiplic par ordre les



214 ELEMENTS
deux proportions ( fig. 141)
circ. AC : arc. A’C’' ;2 AS: A'S,
LAS: L A'S:IAS:A’S,

il viendra

L AS X circ. AC ; L A’S X circ. A’C’ :: AS” : A’S”,
proportion dont les deux premiers termes expriment les
aires des cones SADB et S’A’'D'B’ (271).

2°. Si I'on multiplie par ordre les deux proportions
cerc. AC : cerc. A’C’ :: AS" : A'S’ ,
-3CS:3C'S:: AS: A'S,

on aura

+ CS X cerc. AC LC’'S < cerc. A'C’ :: AS® : A'S®,

proportion dont les deux premiers termes expriment
les volumes des cdnes proposés, SADB, S'A’D'B’ (275).

~ THEOREME. ‘
310. Les aires de deux cylindres semblables sont

comme les carrés de leurs cétés, et leurs volumes
comme les cubes.

Démonstration. — 1°. En multipliant par ordre les
deux proportions ( fig. 145)
circ. AC : circ. ac :: AA’ : aa’ (308),
AA’ i aa’ ;. AN ad,
il en résultera

. . . rere Byt ]

AA’ X< circ. AC ; aa’ XX circ. ac . AA"" : aad'’,
proportion dont les deux premiers termes expriment les
aires des cylindres proposés (280). A

2% Si Pon multplic par ordre les deux proportions
cere. AG : cere. ac i AX' ¢ aa’t (3081,

AA’ aad’ i AA G ad,
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on aura
Yy —
AA’ X< cerc. AC : aa’ %< cevc.ac :: AA"’ : aa”’,

proportion dont les deux premiers termes expriment les

_volumes des cylindres proposés (283).

THEOREME.

1. Les aires de deux sphéres sont comme les carrés
de leurs rayons ou de leurs diamétres, et leurs volumes
comme les cubes de ces mémes lignes.

Démonstration. — Soient R et R’ les fayons des sphéres
proposées, D et D’ leurs diamétres, S et S’ leurs aires,
C et C’ les circonférences de leurs grands cercles; on
aura, 1°. '

C:C'.:D:D';
multipliant cette proportion par la proportion évidente
‘ D:D'::D:D’,
il viendra
Ch:C’'D’:. D*: D"~

Or CD et C'D’ désignent les aires des sphéres (298);
donc
S$:8::D*:D"
D4R 4R R R
cn observant que D=2R et D’=2R.
2°. Si 'on multiplie par ordre les deux proportions
S:8::R*:R
sR:tR ::R R,
on aura

+RS: iR'S :: R°: R,

proportion dont les deux premiers termes expriment
les volumes d¢s sphéres proposées (305); ct comme
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R*: R :: D*: D", on aura pareillement
$RSI{R'S (1D D

312. Remarque. —On compareordinairement la sphére
avec le cylindre circonscrit, ¢’est-a-dire avec le cylindre
FGG'F’ ( fig. 150), dont les bases sont égales au grand
cercle de la sphére OCC’, et dont la hauteur FF’ est
égale au diamétre de cette méme sphére. L’aire de ce
cylindre étant mesurée par FF’ ><circ. FC (280), est
égale a celle de la sphére (298), puisque FF' = CC/, et
circ. FC = circ. CO. S

Le volume du méme cylindre, exprimé par FF’ ><
cerc. FC (283), étant comparé a celui de la sphére, me-
suré par 2CC’><cerc.CO (305), il en résulte que ce

dernier n’est que les deux tiers de 'autre.

CONCLUSION.

313. Je n’ai donné dans ce qui précéde que les pro-
positions nécessaires a4 la mesure des aires et des vo-
lumes; mais la maniére d’effectuer les multiplications
prescrites par les énoncés ou formules générales , qui
compléte les régles du toisé tant des surfaces que des
corps,' est suffisamment indiquée dans les art. vir et
suivants du SurpLEMENT au Traité élémentaire d’ Arith-
métique, placé en téte du présent Ouvrage. Pour connaitre
la théorie des intersections des plans et des surfaces
courbes qui forme le Complément des Eléments de Géo-
métrie envisagés dans toute leur étenduc, les lecteurs
pourront recourir aux Essais de Géométrie sur les plans
et les surfaces courbes (ou Eléments de Géométrie des-
criptive), 6° édition.

Quant aux corps réguliers, ou polyédres terminés par
des polygones réguliers égaux formant des angles diédres
égaux, ils sont traités avec beaucoup de détail dans la
Géométric de Legendre. Je me bornerai a montrer ici
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que le nombre de ces corps ne saurait surpasser cinq, et
qu'ils ne peuvent étre formés que par des triangles équi-
latéraux, ou des carrés, ou des pentagones. Cela se voit
en observant que puisque la somme des angles plans qui
composent un angle polyédre doit étre moindre que
quatre droits (226), on ne peut, avec trois hexagones
seulement, former un angle triédre; car la somme des
trois angles plans serait alors égale 4 quatre droits (82):
a plus forte raison, ne saurait-on employer plus de trois
hexagones ou des polygones d'un plus grand nombre de
cdtés. Il suit de la que I'on peut assembler trois, quatre
ou cinq triangles équilatéraux pour former chaque angle
polyédre, et seulement trois carrés ou trois pentagones,
ce qui fournit en effet cinq corps.

Celui dont les angles sont triédres et les faces triangu-
laires, estle tétraédre régulier, formé de quatre triangles
équilatéraux ( fig. 152).

L’octaédre régulier a ses angles tétraédres, et est formé
par huit triangles équilatéraux ( fig. 153).

L’isocaédre a ses angles pentaédres, et est formé par
vingt triangles équilatéraux ( fig. 154).

- L’héxaédre ou cube a ses angles triédres, et est formé
par six carrés égaux ( fig. 153).
Le dodécaédre a aussi ses angles triédres, et est formé

par douze pentagones ( fig. 156).

FIN.
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